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RESUMO

A utilizagdo do computador na educacdo cientifica e matematica vem aumentando
significativamente nos ultimos anos. Paralelamente, se assiste a uma crescente
preocupacdo com o desenvolvimento de novas préaticas metodolégicas que fazem
uso de ferramentas computacionais que favorecem o processo de ensino-
aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral. Este trabalho de pesquisa tem como
objetivo identificar a influéncia das diferentes representacdes oferecidas pelo
software de simulacdo Modellus na conceitualiza¢do de derivada, baseado da Teoria
dos Campos Conceituais de Gerard Vergnaud. A metodologia de pesquisa utilizada
foi do tipo qualitativa, onde se aplicou um pré-teste, uma aula em laboratério de
informatica, um pos-teste e entrevistas para analise da frequéncia de uso das
multiplas representacdes oferecidas pelo software Modellus, na comparacdo da
resolucdo dos pré e poOs-teste. Observou-se que a frequéncia de uso da
representacdo algébrica foi maior no pré-teste, enquanto que a representacao
grafica e numérica passou a fazer parte do repertério de invariantes operatorios
correspondentes apresentados no pés-teste, fato este identificado nas entrevistas.
Esta evolucdo potencializa a criacdo de esquemas de assimilagdo mais ricos, onde
todas estas representacfes estdo presentes, auxiliando assim na resolucdo de
situacdes-problema. Dessa forma, concluimos que o uso de softwares em que
multiplas representagfes sdo utilizadas pode, seguramente, ser incentivado para uso
em sala de aula, uma vez que a utilizacdo destas representacdes possibilita a
ampliagdo de um campo conceitual e, consequentemente, favorecem o processo de
conceitualizacéo.

Palavras-chave : Conceitualizacdo, derivada, representacdes, Modellus.



ABSTRACT

The use of the computer in scientific and mathematical education has increased
significantly in the past years. At the same time, we have witnessed a growing
interest in the development of new methodological practices which make use of
computational tools and favor the teaching and learning process of Calculus. This
work aims at identifying the influence of the different representations offered by the
simulation software Modellus in the conceptualization of derivative based on Gerard
Vergnaud’s Theory of Conceptual Fields. It is adopted a qualitative method of data
gathering, which includes a pre-test, a class in a computer laboratory, a post-test and
subsequent interviews. The interviews were conducted to analyze the frequency of
use of the multiple representations inherited by the use of the software Modellus,
when comparing the student’s answers to the pre and post tests problems. It was
noticed that the usage frequency of the algebraic representation was higher in the
pre-test whereas the graphic and numeric representation became part of the
repertoire of the representations subset contained in the concept set that would serve
to define Derivative in the student’'s mind, as presented in the post-test and also
observed in the interviews. This evolution potentializes the creation of assimilation
schemes in which all these representations are present, as they help the solution of
problem-situations. Therefore, we conclude that the use of software on which multiple
representations are used can undoubtedly be recommended for classroom use, as
the use of these representations eases the enrichment of a conceptual fields, as well
as it favors the process of conceptualization.

Key-words: Conceptualization, derivative, representations, Modellus.
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INTRODUCAO

Esta dissertacdo identifica as diferentes representacbes e quais as
consequéncias deste uso na compreensédo do conceito matematico de derivada bem
como a decorrente capacidade de resolucdo de problemas associados. Tais
representacdes foram expostas por meio de atividades de simulacdo computacional
durante o processo de conceitualizacdo da derivada por estudantes da disciplina de
Célculo Diferencial e Integral da Faculdade Cenecista Nossa Senhora dos Anjos, em
Gravatai/RS. Os dados obtidos foram analisados com base na Teoria dos Campos

Conceituais de Gérard Vergnaud.

O interesse em desenvolver esta pesquisa se originou em minha trajetéria
como professora, ao constatar a grande dificuldade dos alunos em compreender o0s
conceitos envolvidos no Calculo Diferencial Integral. Optou-se em trabalhar com o
operador derivada pois ele € o ponto de partida para a constru¢cdo dos conceitos do
Céalculo Diferencial e Integral e pela dificuldade de compreensao desse conceito por
parte dos alunos, que em sua grande maioria, domina apenas habilidades nos

procedimentos algébricos.

Atualmente ha um crescente interesse de diversos autores no estudo do
processo de ensino-aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral, visto que
observa-se grande dificuldade de aprendizagem do conceito de derivada,
verificando-se um alto indice de desisténcias, reprovacgdes e falta de motivacéo por
parte dos alunos nesta disciplina. Esses autores afirmam que esta dificuldade advém
da falta de compreensdo do conceito de limite que possui como seu integrante a
nocdo de infinitésimos (DALL'’ANESE, 2002; MILANI, 2002; COSTA, 2007,
GIRALDO e CARVALHO, 2002a).

Além do problema de compreensao conceitual de temas inerentes a disciplina
(TUCKER e LEITZEL, 1995), outros motivos que explicam o alto indice de

reprovacao nesta, apresentados pelos professores se referem a grande quantidade
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de alunos por turma e a formacdo pré-universitaria inadequada destes. Em
contrapartida, os estudantes apontam a metodologia do professor como a principal
causa neste notorio fracasso do processo de ensino-aprendizagem da derivada
(VARGAS e SILVA, 2008).

Muitas vezes, o ensino dos conceitos envolvidos no Calculo Diferencial
Integral é trabalhado em sala de aula de forma expositiva apresentando suas
definicbes, propriedades e exemplos seguidos pela resolucdo de uma lista de
exercicios. Esta metodologia de trabalho com freqiiéncia apresenta lacunas na
aprendizagem reafirmando o quadro acima apresentado, relacionado ao processo

de ensino- aprendizagem da derivada, sinalizando a dificuldade do mesmo.

Objetivando contribuir com uma mudanca deste quadro e tornar o processo
de ensino-aprendizagem mais proveitoso e interessante, introduzi a utilizacdo de
novas tecnologias para abordar o conceito de derivada, uma vez que ja se
reconhece a importancia do uso do computador na educacao cientifica e matematica
como forma de melhorar substancialmente as praticas pedagodgicas em disciplinas

matematicas.

O computador oferece a possibilidade de se trabalhar com softwares de
simulacdo, os quais permitem que os estudantes manipulem conceitos formais.
Dessa forma, é facilitada a criacdo de adequados ambientes de aprendizagem
fazendo com que a abordagem construtivista seja dominante, contribuindo para o

desenvolvimento cognitivo em geral (TEODORO, 1997).

Na tentativa de contribuir com as novas e diversas praticas metodoldgicas as
quais visam diagnosticar e minimizar este problema, verificado no processo de
ensino-aprendizagem da derivada, realizei esta pesquisa utilizando o software de
simulagéo Modellus tendo como base a Teoria dos Campos Conceituais de Gerard

Vergnaud..

A escolha de trabalhar com essa teoria se deu pelo fato de que a estrutura de
campos conceituais e a definicho de um conceito sdo direcionadas a habilitar
pesquisadores e professores a melhor compreensdo das seguintes observacoes,

descritas por Vergnaud (1988):

*  Os conceitos matematicos sédo enraizados em situacdes e problemas;
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* Analise e classificacdo de situacdes e procedimentos utilizados pelos

alunos a fim de lidar com elas;

e O conhecimento dos estudantes e suas competéncias desenvolvidas

durante um longo periodo de tempo;

* Simbolos (significante) ndo se referem diretamente a realidade mas aos
componentes cognitivos (significado), estando sujeitos aos procedimentos
comportamentais dos estudantes. Os invariantes sdo categorias, objetos,

propriedades, relacdes, teoremas-em-a¢ao bem como 0os componentes cognitivos. E

necessario fazer distingdes entre situagdes, invariantes e simbolos’.

A metodologia de trabalho utilizada para desenvolver esta pesquisa abrangeu
levantamento bibliografico do tema referente ao uso do computador no processo de
ensino-aprendizagem, especialmente quando este esta relacionado a derivada;
estudo da Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud; desenvolvimento de
estudos piloto e um experimento baseado neles, que consistiram de aulas
expositivas, pré-teste, tratamento (aula no laboratério de informéatica), pés-teste e

entrevistas, respectivamente.

Este trabalho de pesquisa tem como objetivo identificar as diferentes
representacdes oferecidas pelo software de simulacdo Modellus na conceitualizacao
de derivada. Para tanto, apresento aspectos favoraveis a escolha deste software;
investigo, baseado na Teoria dos Campos Conceituais, se este software € um
facilitador da conceitualizacdo da derivada enquanto taxa de variagao instantanea e
inclinacdo da reta tangente a uma fungdo, bem como, identifico representagdes

especificas que potencializam o aprendizado de derivada.

No capitulo 1 sera apresentado a fundamentacéao tedrica e serdo abordados
alguns aspectos da Teoria dos Campos Conceituais de Gérard Vergnaud e sua

influéncia na aprendizagem e no desenvolvimento dos conceitos matematicos.

No capitulo 2 sera abordado o método, os instrumentos e 0s materiais
utilizados na coleta de dados bem como a descricdo do universo envolvido na

experimentacao durante a investigacao..

! para Vergnaud (1998) um objeto ndo pode ser representado mentalmente de maneira ndo ambigua
através de simbolos. Por maior que seja o papel dos simbolos no pensamento, o conhecimento nao
€, em esséncia, simbalico.
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No capitulo 3 descrevemos os resultados e a discusséo as quais apresentam
0S aspectos abordados pelos estudantes no desenvolvimento da resolugdo das
questdes do pos—teste, no que tange a relacdo entre o conceito de derivada e o
significado de velocidade instantdnea com o0s niveis de representacao utilizados

durante o experimento, por meio do software de simulacdo Modellus.



1 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo sdo abordados alguns aspectos da Teoria dos Campos
Conceituais de Gérard Vergnaud e sua influéncia na aprendizagem e no

desenvolvimento dos conceitos matematicos.

1.1 APROXIMACOES A TEORIA DOS CAMPOS CONCEITUAIS

Gérard Vergnaud é Doutor em Psicologia Cognitiva, pesquisador e diretor do
Conselho Nacional de Pesquisa Cientifica (CNRS) da Franca (MOREIRA, 2004).
Durante quinze anos dirigiu 0 grupo de investigacdo “Didética”, rede nacional de
investigadores em matéria de Didatica de Matematica e de Fisica. Foi aluno de Jean
Piaget, se interessou pela investigacdo sobre o ensino e a aprendizagem da
Matematica, pelas analises da competéncia profissional dos adultos e pelo estudo

das condi¢cées em que se formam essas competéncias (VERGNAUD, 1996c).

A Teoria dos Campos Conceituais de Gérard Vergnaud é uma teoria
cognitivista neopiagetiana, do processo de conceitualizacdo do real, que tem por
objetivo oferecer uma estrutura e alguns principios basicos as pesquisas sobre
atividades cognitivas, principalmente aquelas que dependem da ciéncia e da técnica,
mas nao é especifica da area da matematica (VERGNAUD, 1993).

O objetivo da Teoria dos Campos Conceituais é dar importancia ao conteudo
do conhecimento na maior parte das acdes ordinarias, aquelas realizadas dentro e
fora de sala de aula. E falsa a idéia de que ela se refere ao ensino e aprendizagem
de conceitos formais e explicitos. Esta teoria também se refere ao conhecimento
envolvido na resolucéo de problemas (VERGNAUD, 1994).
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Essa teoria, apesar de proporcionar uma estrutura a aprendizagem e envolver
a didatica, ndo é uma teoria didatica. A principal finalidade é “propor uma estrutura
que permita compreender as filiacées e rupturas entre conhecimentos, do ponto de
vista de seu conteudo conceitual” (VERGNAUD, 1993).

A teoria dos campos conceituais afirma que uma abordagem mais frutifera
para o desenvolvimento cognitivo das criancas seria promovido pela
utilizacdo de uma estrutura que se refere aos contetdos do conhecimento
em si proprio e a analise conceitual do dominio (VERGNAUD, 1994, p. 41).

A classificacdo hierarquica de um contetdo de um campo conceitual leva em
consideracao a estrutura conceitual, o0 dominio da experiéncia utilizada e os valores
numericos, quando necessario, 0s quais sdo importantes para o estudo do
crescimento da complexidade cognitiva (VERGNAUD, 1994).

A motivacdo para a construgédo da Teoria dos Campos Conceituais deu-se a
partir da identificacdo de um dos maiores problemas do ensino, o de desenvolver
simultaneamente a forma operatéria do conhecimento e a forma predicativa do
conhecimento ou enunciacgao, isto €, o “saber-fazer” e o “saber-explicitar” os objetos
e suas propriedades (VERGNAUD, 1996b).

Trés argumentos levaram Gérard Vergnaud a construcdo do conceito de
campo conceitual (VERGNAUD, 1983a, p. 393). Primeiro, um conceito ndo pode se
formar a partir de um unico tipo de situacdo. Segundo, o autor relata ser necessario
mais de um conceito para se analisar uma Unica situacdo. E por ultimo, o autor cita
que a construcdo e a apropriacdo de todas as propriedades em um conceito € um
processo bastante demorado, com analogias e mal-entendidos entre situacdes,

concepcOes, procedimentos ou significantes.

Um campo conceitual é definido por Vergnaud (1982, p. 40) como “um
conjunto informal e heterogéneo de problemas, situagbes, conceitos, relagoes,
estruturas, contetdos e operacdes de pensamento, conectados uns aos outros e,

provavelmente, entrelacados durante o processo de aquisicao”.

Os interesses dos estudos de Gérard Vergnaud estdo voltados para dois
principais campos conceituais: o das estruturas aditivas e o0 das estruturas

multiplicativas. A teoria em questdo também pode ser utilizada em diversas areas
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como a Fisica, Geografia, Biologia, Histéria entre outras areas do conhecimento,
onde hé diversos campos conceituais em que 0s estudantes precisam desenvolver

esquemas e concepcodes especificas (MOREIRA, 2004).

De acordo com Vergnaud (1983b, p. 128), outros campos conceituais
importantes, que interferem com estes dois, s&o: (a) deslocamentos e
transformacdes no espaco; (b) classificacdes de objetos discretos e operacgoes
Booleanas; (c) movimentos e relacbes entre tempo, velocidade, distancia,
aceleracéo e forca; (d) relacdes de paternidade; e (e) medida de quantidades fisicas
e espaciais. Outros exemplos de campos conceituais incluem a Geometria
Euclidiana e Geometria Descritiva, Légica de Classes e Algebra Elementar
(VERGNAUD et al., 1990).

Apesar da definicdo de campo conceitual ser bem clara, a linha de fronteira
cognitiva estd entre campos conceituais ndo necessariamente bem definidos. A
principal razdo para isto € que had uma ruptura no conhecimento humano. Por
exemplo, ha uma filiacao entre as estruturas aditivas e multiplicativas. Apesar disso,
ha especificidade suficiente nos problemas cognitivos gerados pelas estruturas
aditivas de um lado e, gerados pelas estruturas multiplicativas de outro lado, que nos
permitem estudar estes dois campos conceituais separadamente (VERGNAUD,
1988). Vergnaud enxerga estas duas estruturas como conjuntos de problemas
envolvendo operacdes aritméticas e nocdes de tipo aditivo (como a adicéo,
subtracdo, diferenca, intervalo, translacdo) ou do tipo multiplicativo (como
multiplicagao, divisdo, fracdo, razdo, similaridade). Assim fica claro que as estruturas
multiplicativas contam parcialmente com as estruturas aditivas: mas elas também
tém sua organizacao propria e intrinseca as quais nao sao redutiveis aos aspectos
aditivos (Vergnaud, 1983b).

A compreensdo do processo de conceitualizacdo é essencial para o
entendimento do que é um conceito. A identificacdo ou descoberta de diferentes
propriedades de um mesmo conceito nem sempre toma seu lugar de forma
simultanea, mas geralmente leva muitos anos. Isto € observado ndo somente para
estruturas aditivas e multiplicativas, mas também para algebra, geometria ou calculo
(VERGNAUD, 1997).

Vergnaud (1983a, p. 393 e 1988, p. 141) diz que para estudar e compreender

como 0s conceitos evoluem na mente de um sujeito por meio de suas experiéncias é
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preciso considerar o conceito (C) como uma terna de conjuntos, ou seja, C = (S, |,
R), onde:

S € o conjunto de situacdes que déo significado e utilidade ao conceito;

| € o conjunto de invariantes operatérias associadas ao conceito (objetos,
propriedades e relagbes) que podem ser reconhecidas e usadas pelos sujeitos de

forma a analisar e dominar aquelas situacoes;

R é o conjunto de significantes, isto € representacdo simbdlica, linguistica,
grafica ou gestual que podem ser utilizadas para representar aquelas invariantes, e,

desta forma, representar as situagdes e os procedimentos para lidar com eles.

Em termos psicolégicos, poderiamos dizer que S, o referente, € a realidade e
(I, R) representam os dois aspectos integrantes do pensamento, o significado (I) e o

significante (R).

E fundamental considerar esses trés conjuntos simultaneamente — situagdes,
invariantes operatorias e representacdes simbolicas ao longo da aprendizagem para
estudar o desenvolvimento e o uso de um conceito (VERGNAUD, 1983a). Um
conceito ndo é uma mera definicdo. Refere-se a um conjunto de situacdes
envolvidas em um conjunto de diferentes invariantes operatérias, e suas
propriedades podem ser expressas atraves de diferentes representacgdes linguisticas
e simbdlicas (VERGNAUD, 1998).

1.1.1 Situacbes

O conceito de situacdo na Teoria dos Campos Conceituais ndo tem 0 mesmo
significado que na Teoria das Situa¢des Didéaticas de Brousseau, mas o de tarefa, de
forma que toda situagdo complexa pode ser analisada como uma combinacao de
tarefas. Para Vergnaud et al. (1990), a elaboracdo de uma situacdo didatica deve
apoiar-se necessariamente sobre o conhecimento da dificuldade relativa das tarefas
cognitivas, dos obstaculos habitualmente encontrados, do repertério de
procedimentos disponiveis e das representacfes possiveis.
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Segundo Brousseau (1996), uma situagdo didatica representa um conjunto de
multiplas relagBes estabelecidas, implicita ou explicitamente, entre o professor, o
aluno e o saber, a fim de, pelo menos em parte, reproduzir caracteristicas do
trabalho cientifico, propriamente dito, como garantia de uma construcédo efetiva de

um conhecimento especifico.

Conforme Vergnaud et al. (1990, p. 50), para diferenciar o significado do
termo “situacdo” em sua teoria com a teoria de Brousseau, ele afirma que: “limitar-
nos-emos ao sentido que |he atribui usualmente o psicélogo, ou seja, 0S processos
cognitivos e as respostas do sujeito sdo fungbes das situagbes com as quais séo
confrontadas”.

Na Teoria dos Campos Conceituais, para organizar uma situacdo didatica,
consideram-se as funcdes epistemoldgicas de um conceito, a significacdo social dos
dominios de experiéncia aos quais esse conceito se refere e as ressonancias do

jogo do contrato didatico e da transposicdo (FRANCHI, 1999).

Existem duas classes de situacbes: uma em que 0 sujeito dispbe das
competéncias necessarias ao tratamento relativamente imediato da situacdo e a
outra em que o sujeito ndo dispde de todas as competéncias necessarias, onde ele
hesita e tenta varias abordagens, levando-o, eventualmente, a0 sucesso ou ao
fracasso (VERGNAUD, 1993).

A complexidade de uma tarefa privilegia modelos que atribuem papel
essencial aos conceitos matematicos em si mesmos; ficando com papel secundario,
a forma dos enunciados e o numero de elementos em jogo na tarefa (VERGNAUD et
al., 1990).

A dificuldade de uma tarefa ndo representa nem a soma nem o produto da
dificuldade das diferentes subtarefas, mas com certeza, o desempenho em cada
subtarefa afeta o desempenho global (VERGNAUD, 1993).

Os problemas das situacfes didaticas, que a partir de agora, serdo chamados
de situacdes-problemas, podem ser tanto de natureza tedrica como de natureza
pratica, ndo precisam ser necessariamente empiricos, mesmo para as criancas
(VERGNAUD, 1994).



19

1.1.2 Invariantes Operatdrias

As invariantes operatorias possuem duas categorias, 0s conceitos-em-acao e
os teoremas-em-acao (VERGNAUD, 1996c¢).

Com a finalidade de analisar o conhecimento que é intuitivo e amplamente
implicito foram introduzidas a idéia de teorema-em-acdo e de conceitos-em-acao
(VERGNAUD, 1994). Ambos auxiliam na transformacdo do conhecimento intuitivo
em conhecimento explicito (VERGNAUD, 1988). A expressdo “conhecimento
intuitivo” € quando o sujeito usa seu conhecimento espontaneamente, sem refletir
muito sobre seus conteudos e bases (VERGNAUD, 1994).

Um teorema-em-acao é uma proposicao considerada como verdadeira sobre
o real, apesar de que eles possam estar totalmente implicitos, parcialmente
verdadeiros ou mesmo falsos; enquanto que um conceito-em-acdo € uma categoria
do pensamento considerada como pertinente na identificacdo e selecdo de
informacéo (VERGNAUD, 1996c¢).

Teoremas-em-acdo sao definidos como relagbes mateméticas que sé&o
levadas em consideracéo pelos estudantes na resolucéo de um problema, sejam na
escolha de operacdes ou de uma sequéncia de operacdes. Essas relacdes
usualmente ndo sao expressas verbalmente pelos estudantes, o que faz com que
esses teoremas-em-acdo nao sejam considerados teoremas de formas
convencionais, uma vez que a maior parte deles ndo sdo explicitas (VERGNAUD,
1988).

O processo de transformar um conceito e teoremas explicitos auxilia na
identificacdo de invariantes relevantes ou irrelevantes, sendo a explicacdo e
simbolizacdo importantes padrdes através dos quais a complexidade cognitiva €
garantida (VERGNAUD, 1994).

O conceito de “teoremas-em-acdo” € de que esta é a melhor ferramenta
para descrever o desenvolvimento das competéncias dos estudantes em
longo prazo em um determinado campo conceitual, e para tracar as filiacdes
e rupturas. E também a melhor ferramenta para analisar as relacdes entre o
conhecimento intuitivo, teoremas matematicos explicitos e simbolismos
(VERGNAUD, 1988, p. 160).
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A percepcao, a busca e a selegcéo de informagao baseiam-se inteiramente no
sistema de conceitos-em-acdo disponiveis no sujeito (objetos, atributos, relacoes,
condi¢bes, circunstancias...) e nos teoremas-em-acdo subjacentes a sua conduta
(VERGNAUD, 1996c¢).

Um conceito-em-acdo € um objeto ou predicado implicitamente tido por
pertinente e € representado por meio de propriedades e relagBes explicitados na
forma de funcdes proposicionais (VERGNAUD, 1995). Sendo assim, conceitos-em-
acdo sao relevantes ou ndo relevantes, ou mais ou menos relevantes na

identificagcéo e selecdo de informacgdo (VERGNAUD, 1998).

Conceitos-em-acao s&o ingredientes dos teoremas, e teoremas sao
propriedades que fornecem aos conceitos seus conteudos, havendo, dessa forma,
uma relacao dialética entre os dois. Entretanto seria equivocado tomar um pelo outro
(VERGNAUD, 1998).

E importante também n&o confundir teoremas-em-agdo e conceitos-em-acao,
definidos por Vergnaud, com a definicdo cientifica mais ampla de conceitos e
teoremas. Ambos, nesta abordagem (cientifica), sdo considerados explicitos o que
possibilita discutir sua pertinéncia e veracidade, podendo assim, ser comunicado e
debatido. Ao contrario, 0os teoremas-em-a¢do e conceitos-em-acdo permanecem
implicitos. O papel do professor, nesta abordagem, consiste exatamente em auxiliar
seu aluno a construir conceitos e teoremas explicitos e cientificamente aceitos, a
partir de conceitos e teoremas implicitos. Dessa maneira, para que 0s conceitos-em-
acdo e teoremas-em-acdo venham a ser verdadeiros conceitos e teoremas
cientificos, pode demandar muito tempo (VERGNAUD, 1998).

Ainda, segundo Vergnaud (1993), as invariantes operatdrias podem dividir-se

em trés tipos logicos:

- Invariantes do tipo “proposicdo”, as quais podem ser verdadeiras ou falsas,

COmMo 0s teoremas-em-acgao;

- Invariantes do tipo “funcdo proposicional”’, as quais ndo sao suscetiveis de
serem verdadeiras ou falsas, mas sao indispensaveis a construcédo das proposicoes,

COMO 0S conceitos-em-acao;
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- Invariantes do tipo “argumento”, as quais representam o0s valores das
variaveis; elas podem ser objetos materiais, personagens, numeros, relagcbes ou

mesmo proposicoes.

A transformacao das invariantes operacionais em palavras e textos nao é
direta. Primeiro de tudo necessita o aprendizado e préatica da linguagem
natural (e de diversos outros sistemas semiéticos). Além disso, esses
sistemas lingliisticos e semiéticos ndo objetivam expressar exatamente o
gué cada individuo tem em mente quando ele se depara a uma situacéo,
selecao e processamento de informacédo (VERGNAUD, 1988, p. 176).

Teoremas-em-acéo e conceitos-em-acao sao invariantes operatorias e assim

sendo componentes essenciais dos esquemas (VERGNAUD, 1998).

1.1.3 Esquema

Vergnaud utiliza o conceito de esquema de Piaget. A definicdo de esquema
na Teoria dos Campos Conceituais é tdo forte que Vergnaud sugere a utilizacao da
expressao interacdo esquema-situacdo, ao invés da interacdo sujeito-objeto,
proposta por Piaget (VERGNAUD, 1996b).

O conceito de esquema € essencial para qualquer teoria de cognicdo, uma
vez que articula sobre uma unidade de caracteristicas comportamentais e
representacionais: regras de acdo e invariantes operatérias. Regras de acao
também sdo proposi¢cdes normalmente implicitas, e inevitavelmente concisas. Elas
dizem algo sobre apropriacdo da acéo do sujeito, e nao diretamente sobre 0 mundo

dos objetos, como fazem os teoremas-em-acédo (VERGNAUD, 1997).

Esquemas sdo o coracdo da cognicdo, e o0 coracdo do processo de
assimilacao-acomodacao (VERGNAUD, 1997). Para Vergnaud, um esquema pode
ser definido como uma organizacao invariante da acéo para uma determinada classe
de situacdes, nas quais o sujeito pode descobrir uma possivel finalidade de sua
atividade. Esta organizacdo baseia-se em quatro classes de elementos principais
(VERGNAUD, 1993 e 1996c¢):
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Antecipacfes e objetivos : é 0 que se espera alcancar em eventuais etapas

intermediérias;

Regras de acao, de busca e controle da informacdo : € 0 que permite gerar
as sequéncias de acdes do sujeito, formando a parte geradora do esquema e
permitindo garantir o éxito da atividade em um contexto que pode estar em

constante evolucao;

Invariantes operatérias : € 0 que orienta o reconhecimento, pelo sujeito, dos
elementos pertinentes da situacdo e a tomada da informacdo sobre a situacdo a

tratar;

Possibilidade de inferéncias ou raciocinio : € o que permite “calcular’ as
regras e as antecipacdes a partir das informacdes e das invariantes operatoérias de

que o sujeito dispde.

Esquemas constituem a maior parte da atividade cognitiva, sendo esquemas
totalidades dinamicas funcionais. Pensar € um gesto, metaforicamente, com todo o
amplo significado da producédo de uma sequéncia de acdes ou operacdes sob certas
circunstancias; com metas, submetas, reunido de informacdo e processamento,
controle, prazer ou desprazer (VERGNAUD, 1988).

Ha esquemas perceptivo-gestuais (contar objetos ou fazer gréaficos),
esquemas verbais (fazer um discurso) e esquemas sociais (gerenciar um conflito ou
seduzir uma pessoa) (MOREIRA, 2004). O conceito de esquema normalmente é
proveitoso para descrever comportamentos familiares e para descrever e entender o
processo de resolugdo dos problemas (VERGNAUD, 1988). Mas ele ndo € um
esteriotipo, como uma sequéncia de acdes que dependem dos parametros da
situacdo (VERGNAUD, 1994).

O comportamento é usualmente organizado em esquemas que podem ser
repetidamente utilizados em situagdes similares, e estes esquemas freqiientemente
sugerem que o0s estudantes trabalham com significados linglisticos ou outras
representacdes simbdlicas, como palavras na contagem, simbolos algébricos e
sentencas na resolucdo de equacdes, entre outros. Além disso, outra finalidade da
linguagem e simbolos € a de expressar conceitos e teoremas para a comunicacao
ou para eventualmente gerar uma solucdo. Utilizando-se de palavras, simbolos ou

desenhos de algum tipo, estudantes identificam objetos relevantes e relagoes,
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podendo também o professor utilizar-se desses recursos a fim de auxiliar os
estudantes (VERGNAUD et al., 1990).

Um esquema é relevante para uma classe de situacbes e ndo para uma
situacdo somente. Quando um esquema funciona para um certo conjunto de
situacbes, ele necessariamente contém algum homomorfismo a esta classe de
situagdes (VERGNAUD, 1995).

O conceito de esquema é particularmente bem adaptado para designar e
analisar classes de situacdo para as quais o sujeito dispe em seu
repertério, a um momento dado de seu desenvolvimento e sob certas
circunstancias, de competéncias necessarias ao tratamento relativamente
imediato da situacdo. Mas ele é igualmente valido para a descoberta e
invencdo em situacdo de resolucdo de problemas. Muitos esquemas séo
evocados sucessivamente e mesmo simultaneamente em uma situacdo
nova para o sujeito (VERGNAUD, 1995, p. 176).

A eficiéncia de um esquema conta com a adequacdo das invariantes, a
“verdade” da andlise implicita da realidade subjacente aos esquemas. Sua
ineficiéncia pode ser atribuida tanto a falha da analise quanto a invariantes erradas
As invariantes estdo implicitas aos esquemas, entretanto podemos descrevé-las em
termos de objetos, propriedades e relagbes, sendo a descricdo em termos de regras
radicalmente insuficiente. Isso € explicado pelo fato de que regras pressupdem
categorias, objetos e relacdes. Invariantes sdo componentes essenciais dos
esquemas, e além disso, constituem o link as concepc¢des dos estudantes, podendo
ser expressos por palavras e outras representacdes simbdlicas. Dessa forma pode-
se observar que a eficiéncia dos esquemas pode ser melhorada pelo uso paralelo
dessas representagfes simbdlicas (VYGOTSKY et al. apud VERGNAUD, 1987).

Toda vez que as invariantes operatdrias sao expressas e envolvidas em
sistemas de conceitos e simbolos, o status cognitivo dos estudantes muda, a ponto
de que os esquemas algumas vezes podem se tornar algoritimos. Ao tornar
explicitas as propriedades relevantes dos objetos mateméaticos e operacoes
envolvidas na agdo, é possivel analisar suas conexdes e, eventualmente demonstrar
que uma certa classe de regras é efetiva para uma certa classe de situacdes
(VERGNAUD, 1998).
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7

Todo algoritmo € um esquema, porque o0s algoritimos matematicos sdo a
forma de organizacédo da atividade, mas nem todos os esquemas sao algoritimos
(VERGNAUD, 1996b). E, quando os algoritimos sao utilizados para lidar
repetidamente com as mesmas situacoes, eles tornam-se esquemas ordinarios, ou
hébitos. Isso faz com que o controle das condic6es que garantem a efetividade do
algoritmo possa entédo ser perdido (VERGNAUD, 1998).

Teoricamente, 0 conceito de esquema proporciona o vinculo entre a acéo e a
representacdo. No entanto, sdo as invariantes operatérias que fazem a articulacao
essencial entre a teoria e a pratica, porque sdo eles que levam o sujeito a
reconhecer os elementos que séo relevantes a situacdo e as informacdes a serem
tratadas (VERGNAUD, 1996¢). Segundo Vergnaud (1987, p. 6), “esquemas estao
no nivel de representacdo dos significados, enquanto que a linguagem e outros

simbolos estéo no nivel dos significantes”.

1.1.4 Representacao

Gerard Vergnaud considera a existéncia de uma mediacdo entre a maneira de
representacao (os significantes) e a realidade (objetos do mundo material), ou seja,
para ele, o conhecimento nédo representa apenas simbolicamente a realidade que se
conhece, mas, ao mesmo tempo, a realidade sobre a qual se esta inserido e agindo
(FRANCHI, 1999). Sendo que, os significantes (simbolos e sinais) representam

significados que sao de ordem cognitiva e psicoldgica (VERGNAUD, 1981).

A gradual construcdo das representacfes mentais implicitas ou explicitas,
homomorficas a realidade, para alguns aspectos, € responséavel pela formacéo da
construcdo do conhecimento (VERGNAUD et al., 1990).

Em sua teoria, o termo representacdo néo se reduz a um sistema simbdlico:

um conjunto de sinais, sintaxe ou operagcdes nos elementos do sistema,

a representagdo é um conjunto de imagens internas, gestos e palavras
experienciadas. Essas palavras e simbolos utilizados na comunicagdo nao
se referem diretamente a realidade mas sim a representacdo de entidades:
objetos, propriedades, relacbes, processos, acdes e construcdes sobre as
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quais ndo ha concordancia automatica entre duas pessoas (VERGNAUD,
1998, p. 167).

A visdo de que um objeto pode ser representado sem ambigiidade, e de que
a representacdo € adequadamente descrita por simbolos estd longe da visdo
apresentada pela Teoria dos Campos Conceituais, uma vez que o papel dos
simbolos pode ser no pensamento e o conhecimento ndo € em esséncia simbalico.
Os aspectos essenciais do conhecimento s&o a recogni¢gado das invariantes em agao
e percepgdo, e a progressiva construcdo de objetos de niveis mais altos e

predicados (VERGNAUD, 1998).

O papel da linguagem e de outros modos de representacdo simbodlica, no
processo de conceitualizacdo do real, ndo representa apenas um papel de
comunicacdo mas o de instrumento de organizacdo de experiéncias (VERGNAUD,
1996Db).

O conceito de representacao simbolica pode ser estudado sob o ponto de
vista da funcionalidade, cujo pensamento esta em tal representagdo, e sob
0 ponto de vista estrutural, cujas opera¢cdes do pensamento estdo sob 0 uso
de sistemas de significantes: gréficos, tabelas, expressfes algébricas etc...
(VERGNAUD, 19834, p. 392).

As representacdes simbolicas, por sua vez, tém a funcdo de auxiliar na
resolucdo de certos problemas, facilitando a identificagdo de certos objetos
matematicos através de notagBes (simbolos) historicamente construidos.
Obviamente que o0s alunos conseguem expressar seu pensamento por meio de
linguagem natural (verbos, formas atributivas, advérbios,...), porém cabe ao
professor facilitar para que a simbologia matematica seja gradativamente conhecida
e empregada pelos alunos, o que facilita a expressédo de ambas as partes (educando
e educador) (VERGNAUD, 1993). Sendo assim, a funcdo dos significados é
identificar, selecionar e articular a informacéo (VERGNAUD et al., 1990).

Assim dois critérios sdo propostos por Vergnaud para a eficiéncia das
representacfes simbolicas. No primeiro critério, as representagfes simbdlicas
auxiliam os estudantes a resolver problemas que de outra forma eles falhariam em
resolvé-lo, o que pode ser atil quando ha muitas informacdes ou grandes

guantidades de diferentes estruturas envolvidas no problema. No segundo critério,
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as representacbes simbdlicas devem ajudar os estudantes na diferenciacdo de
classes de problemas, sendo este critério uma consequéncia direta do primeiro
(VERGNAUD, 1982).

A funcdo especifica dos simbolos na algebra é o de extrair relacbes
funcionais como modelo de situac¢oes, a fim de operar com este modelo sem prestar
atencao ao significado externo de tais operacdes, e consequentemente, interpretar o
resultado dessas operacfes. Essa funcdo também aparece em outros sistemas
simbdlicos como tabelas, diagramas e gréaficos e, por sua vez, ndao fornecem um
valor total da parte executada pela linguagem e simbolos no pensamento,
denominado conceitualizacdo (VERGNAUD et al., 1990).

O processo de conceitualizacdo pode ser visto como um processo no qual o0s
estudantes progressivamente entendem o que fazer, como proceder em situacoes
matematicas e o que as sentengas matematicas e simbolos significam, mas isto ndo
se faz por simples generalizagdo, a qual somente € possivel devido a certas
operacbes de pensamento (VERGNAUD, 1996b). Para tanto, de acordo com
Vergnaud (1997, p. 9), devem ser levados em consideracdo trés principais

problemas tedricos:

- a relacdo entre a representacdo necessaria para os procedimentos

matematicos e a representacéo contida em palavras, diagramas e simbolos;

- 0 longo processo do desenvolvimento conceitual em um dado dominio a

emergéncia de novos conceitos e a mudanca de seu status cognitivo e, que;

- um esquema €é a organizacgdo invariante do comportamento para uma certa

classe de situacgoes.

As formas linguisticas sdo denominadas, por Vergnaud (1993), de
“instrumentos do pensamento”, tendo em vista que toda conceitualizagcéo
matematica ultrapassa a compreensdo das relacbes e das propriedades como
instrumentos, abrangendo a transformacdo desses instrumentos em objetos do

pensamento.
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A primeira fonte da representacéo € a relacdo entre situacdes e esquemas, e
por consequéncia também da conceitualizagdo. A formacgéo dos conceitos implica na
identificacdo de objetos, com suas propriedades, relacbes e transformacbes
(VERGNAUD, 1998).

De acordo com Vergnaud (1993, p. 8), “a transformacdo dos conceitos-
instrumentos em conceitos-objetos € um processo decisivo na conceitualizagdo do
real, de forma que a denominacdo é uma operacao linguistica essencial nessa

transformacao”.

Para um conceito funcionar como instrumento, ele ndo precisa ser tomado
como objeto de pensamento, € suficiente que ele seja uma relacdo ou uma
propriedade de objetos ja construidos. E, um conceito se tornara objeto quando ele
puder ser tomado como argumento de outra proposicdo tida por verdadeira
(VERGNAUD, 1995).

Se a linguagem é vista hoje como um dos processos fundamentais de
representacao e estruturacdo das experiéncias e, em particular, a linguagem
matematica é vista como um instrumento de elaboragdo de um
conhecimento especifico, acompanhando a atividade matematica ao mesmo
tempo em que nela se constréi, ela deve integrar-se a esse processo de
construgdo e reconstrucdo, expressa-lo enquanto este se desenvolve e nao
ser tomada apenas como um ato de comunicacdo posterior ou apenas a
finalizacéo verbal da atividade (FRANCHI, 1999, p. 192-193).

Assim, expressdes simbdlicas e linglisticas possuem um importante papel na
matematica e na educacdo matematica. Como conseqiéncia, muitos pesquisadores
consideram a matematica como sendo uma linguagem, visdo essa equivocada. Isto
porque a matematica é um sistema de conhecimento, ndo uma linguagem, onde as
verdades matematicas sdo independentes da linguagem nas quais elas séao
expressas. A interpretacdo equivocada do papel da linguagem na mateméatica nos

forca a uma tentativa de tornar as coisas mais claras (VERGNAUD, 1998).

A fim de tentar descobrir em que momento se produzem as filiacoes e
rupturas no processo de conceitualizacdo, deve-se analisar os procedimentos dos
alunos frente a uma variedade organizada de situacdes, e este processo prolonga-
se por varios anos e depende em grande parte do ensino oferecido a eles
(VERGNAUD, 1996c¢).
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1.2 A TEORIA DOS CAMPOS CONCEITUAIS NO ENSINO DE MATEMATICA

A histéria da matematica mostra que a maioria dos conceitos matematicos
surgiu de esfor¢cos para resolver problemas tedéricos e praticos. Uma das principais
dificuldades de ensinar Matematica € encontrar uma maneira compreensivel e
interessante para o estudante relacionar o conceito matematico com a solucéo de
um problema (VERGNAUD, 1987).

Com finalidade de atingir essa meta deve-se considerar a resolucdo de
problemas como a fonte do conhecimento, onde o conhecimento conceitual deve
imergir dentro da resolucéo de problemas (VERGNAUD, 1987). Na sala de aula, isto
significa escolher situacdes didaticas adequadas (BROUSSEAU, 1981) a fim de
auxiliar os estudantes a desenvolver novos conceitos, bem como escolher debates
adequados, explicacdes, representacdes e formulacbes com a mesma finalidade. Ou
seja, escolher problemas adequados para estimar o conhecimento dos estudantes,
ou problemas com um alcance adequado, uma vez que diferentes competéncias
contam com diferente conhecimento, explicito ou implicito. Essa visdo foi resumida
por VERGNAUD (1987) como:

problemas praticos e tedricos = conceitos

conhecimentos explicitos e conhecimento implicito - competéncias

O conhecimento dos estudantes pode ser implicito ou explicito. E considerado
explicito quando este € expresso na forma simbdlica (linguagem natural, esquema,
diagramas, sentencas formais, etc.) e implicito no caso dos estudantes utilizarem
uma acgdo, através da escolha de uma operacdo adequada, sem serem capazes de

expressar a razao para esta adequacao (VERGNAUD, 1988).

E possivel observar dois diferentes ensinamentos na psicologia e na
epistemologia. A primeira ensina que a maioria do conhecimento consiste de

competéncias, nas quais 0s conceitos sdo normalmente implicitos. Enquanto que a
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segunda ensina que a matematica é feita de conceitos especificos, os quais
possuem suas proprias funcdes, dificuldades e armadilhas (VERGNAUD, 1997).

Dessa forma a abordagem psicolégica e educacional da natureza dos
conceitos matematicos possui duas necessidades basicas: que esses conceitos
sejam tracados pelas competéncias dos estudantes e a forma como eles
progressivamente dominam essas situagfes; e que essas competéncias sejam
analisadas cuidadosamente com a ajuda de conceitos matematicos bem definidos e
de teoremas (VERGNAUD, 1997).

Vergnaud esclarece em sua teoria que o0 “conhecimento” se refere tanto as
competéncias quanto as concepc¢des. Competéncias e concepcdes sdo ferramentas
essenciais para a descricdo e analise da lenta conquista da complexidade feita pelos
estudantes, o que de certa forma séo dois lados de uma mesma moeda. Entretanto
também € verdadeiro que a competéncia dos estudantes pode ser tracada atraves
de suas acdes julgadas adequadas para tratar uma situacdo (resolucdo de
problemas), enquanto que concep¢bes sdo normalmente expressas por uma
sequéncia de enunciados, tracadas através das expressbes simbolicas dos

estudantes, sejam elas verbais ou outras (VERGNAUD, 1987).

[...] Saber como a simbolizagdo matematica ajuda os estudantes a resolver
problemas é o melhor critério da aquisigdo de conceitos, considerando que
conceitos e simbolos sédo dois lados da mesma moeda (VERGNAUD, 1982,
p. 57).

Pode-se dizer que cada aluno dispde de um conjunto de competéncias. Essas
competéncias permitem aos alunos avaliar positivamente uma gama de situagoes,
havendo um equilibrio entre a complexidade dos recursos cognitivos e a
complexidade das situagbOes a serem tratadas. Frente a situagcdes nas quais o aluno
ndo esta em condi¢gBes de avaliar utilizando apenas os conceitos ja adquiridos em
situacdes anteriores, faz com que ele necessite criar novos recursos. Dessa forma
também séo criados novos conceitos e descobertas que seréo utilizados em classes

de situagGes semelhantes que virdao posteriormente (VERGNAUD, 1996c).

Muitos esquemas podem ser utilizados sucessivamente ou até mesmo
simultaneamente em uma situacdo nova para o0 sujeito. Ao utilizar um esquema

ineficaz para determinada situacdo, a experiéncia leva o sujeito a modifica-lo ou a
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mudar de esquema e, por isto, pode-se afirmar que esse processo € sempre
acompanhado de novas descobertas. Mesmo numa nova situagao, o comportamento
do sujeito abrange uma parte de automatismo e outra de decisdo consciente
(VERGNAUD, 1993). Cabe ao professor auxiliar os estudantes a desenvolver seus
repertorios de esquemas e representacdes, fazendo com que os estudantes se
tornem capazes de se deparar com situagcdes cada vez mais complexas
(VERGNAUD, 1998).

Gérard Vergnaud desaprova a maneira como a literatura considera os termos
solugdo de problemas, porque subestima a parte da representagcdo e conceitos.
Considera errada também a maneira como a literatura vé a formacdo de conceitos
ou desenvolvimento de conceitos, porque subestima a parte da solucdo de
problemas® (VERGNAUD, 1987).

Os conceitos se tornam significativos para o aluno por meio das situacdes
com que ele se depara, pode-se afirmar que as situacdes e nao exclusivamente os
conceitos sdo a principal entrada de um campo conceitual. Existe, pois, uma grande
variedade de situacbes em um mesmo campo conceitual e dai reside o
entendimento de que os conhecimentos dos alunos sdo construidos exatamente
pelas situacdes confrontadas que sé&o progressivamente dominadas (VERGNAUD,
1998). Dessa forma, “a evolugéo dos conceitos do aluno precede em grande parte

de sua prépria acéo e de sua experiéncia e reflexdo pessoal’ (VERGNAUD, 1996c¢).

Vergnaud, em sua teoria, toma como referéncia o proprio conteudo do

conhecimento e a analise conceitual desse conhecimento. Desse ponto de vista,

[...] € necessario que os conhecimentos que adquire o aluno sejam
construidos por ele mesmo, em relacdo direta com as operacdes da qual é
capaz de fazer sobre a realidade; com as relacdes que estd em condicdes
de captar, compor e transformar; com o0s conceitos que constroi
progressivamente (1991, p. 9).

Segundo Vergnaud et al. (1990), os conceitos matematicos tém seu

significado representado a partir de varias situacdes e que cada situacado ndo pode

2 Segundo Vergnaud (1987), na literatura, “solu¢ao de problemas € visto como uma nova combinagao
de acdes e regras confiaveis sobre o que ja é conhecido, enquanto que formagédo de conceitos ou
desenvolvimento de conceitos € visto como o surgimento de uma nova categoria, nova maneira de
conceitualizacao da palavra, novos objetos e novas propriedades de seus objetos”.
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freqientemente ser analisada com ajuda de um Unico conceito, mas requer um
conjunto de varios conceitos. E, a construgdo de um conceito consiste na construcéo
progressiva de representacbes mentais, implicitas ou explicitas, que sao

homomorficas da realidade para alguns aspectos e néo para outros.

Diferentes campos conceituais ndo sao independentes e uns podem ser
importantes para a compreensdo de outros, sendo necessario ater-se aos aspectos
conceituais envolvidos nas situacdes nas quais os estudantes desenvolvem seus

esquemas na escola ou na vida real (VERGNAUD, 1983b). Nesse sentido,

[...] um dos problemas mais importantes da didatica € conhecer a ordem
com a qual as nogBes podem ser adquiridas pelo aluno, tendo quanto a
ordem de complexidade assim determinada ndo podendo ser mais que uma
ordem parcial, que dara lugar eventualmente a aprendizagem simultanea de
nocdes relativamente independentes (VERGNAUD, 1991, p. 11).

Assim como na psicogenética, a estrutura de campo conceitual também
permite estudar o desenvolvimento e aquisicdo de idéias especificas na mente do
estudante em um periodo longo de tempo. Isto €, essa conceitualizacdo vem ocorrer
a partir do dominio, por parte do estudante, de uma grande diversidade e de tipos
diferentes de situa¢gdes (VERGNAUD, 1983b.)

A estrutura de campos conceituais proporciona para 0s professores uma
variedade de situacdo e andlises de diferentes niveis que os ajuda a fazer os
estudantes progredir, lenta mas operacionalmente. Além de tornar possivel o estudo
da organizacdo de idéias interconectadas, pois embora os campos conceituais
possam ser descritos para delinear dominios distintos, esses dominios ndo sao
independentes. Ainda, a partir da estrutura de campo conceitual, as representacdes
simbdlicas usadas pelos estudantes, nos procedimentos de resolucao das situacdes-
problema, podem ser Uteis para subdivisGes de classe elementares de problemas e
para o aparecimento de solugdes universais (VERGNAUD, 1983Db).

Podem ser observados, de duas formas diferentes, o0s obstaculos
apresentados na educacdo matematica: a ilusdo pedagogica de que se “ensinar
corretamente” os estudantes conhecerdo isto, e a espera do “desenvolvimento
natural”, ou seja, esperar até que o estudante alcance esta fase. Vergnaud afirma

que, “ndo ha uma razdo do que por que os estudantes podem desenvolver conceitos
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complexos se eles ndo conhecem situacdes complexas” (1983b, p. 172).

Contudo, a estrutura de campo conceitual torna possivel o estudo da
organizacao de idéias interconectadas, da conceitualizacéo e de representacdes. E,
isso sobre um longo periodo de tempo € suficiente para fazer uma aproximacao
significativa da psicogenética (VERGNAUD, 1983b).

No desenvolvimento de um campo conceitual ndo é possivel identificar o
limite entre o estagio formal e 0 estagio concreto, da teoria de Piaget (VERGNAUD,
1983b). E necessario que novos problemas e novas propriedades sejam
progressivamente propostos aos alunos para que esses possam vir a domina-los,
uma vez que a aquisicdo de um campo conceitual ndo possui um periodo de tempo
determinado (VERGNAUD, 1993).

Estudando a aprendizagem e desenvolvimento dos conceitos matematicos
em criancas, podemos ficar chocados com o fato de que a identificacédo (ou
descoberta) de diferentes propriedades de um mesmo conceito nem sempre
toma seu lugar de forma simultinea, mas geralmente leva diversos anos.
N&o somente para o conceito de niumero, o qual tem sido extensivamente
estudado pelos psicélogos, mas também para as estruturas aditivas e
multiplicativas, algebra, geometria ou célculo (VERGNAUD, 1997, p. 5-6).

Deve-se levar em consideracdo uma simples e compreensivel visdo do
processo de conceitualizacdo pelo quais os estudantes progressivamente entendem
o que fazer e como proceder em situacbes mateméticas, e 0 que as sentencas
matematicas e simbolos significam. O principal problema tedrico a ser lidado, refere-
se a relacdo entre a representacdo necessaria para 0os procedimentos matematicos
e a representacao contida em palavras, diagramas e simbolos. Refere-se também
ao longo processo do desenvolvimento conceitual em um dado dominio onde ha a
emergéncia de novos conceitos e a mudanca de seu status cognitivo (VERGNAUD,
1997).

Ao estudar o desenvolvimento e o funcionamento de um conceito, no
decorrer da aprendizagem ou quando de sua utlizagdo, é preciso
considerar necessariamente ao mesmo tempo, as situacdes, as invariantes
operatérias e as representacbes. Geralmente ndo ha bijecdo entre
significantes e significados, nem entre invariantes e situacdes, ndo sendo
possivel reduzir o significado aos significantes nem as situacbes
(VERGNAUD, 1993, p. 9).
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A transformacé@o dos conceitos em diferentes niveis conceituais através de
diferentes aspectos linglisticos pode ser vista, por exemplo, na modificagdo do
status de “adjetivo” para o status de “substantivo”; na modificagdo de um predicado
de um argumento para um predicado de dois ou trés argumentos (de propriedades
unérias para relacbes multinomeadas); bem como na modificagdo de objetos
singulares hic et nunc a objetos que representam uma classe total de.transformacéo
(VERGNAUD, 1997).

A funcdo dos componentes léxicos e sintaticos da lingua natural € o de
contribuir com a transformacéo das invariantes operatorias em conceitos explicitos e
teoremas; e assim sendo, o de modificar o status do conhecimento. Isso porque as
palavras utilizadas nos textos matematicos tém a importante funcéo de qualificar as
invariantes operatérias essenciais dos esquemas, bem como os simbolos algébricos.
Como visto anteriormente, o status de explicidade dos conceitos também pode ser
modificado, uma vez que a utilizacdo de conceitos de niveis maiores usualmente
ocorre junto com essas operacoes linguisticas, com o processo da substantivacao e
com o0 aumento da complexidade dos predicados e argumentos (VERGNAUD,
1997).

A Teoria dos Campos Conceituais tem produzido resultados esclarecedores
para o processo de aquisicdo de conhecimento em diferentes areas do
conhecimento (FRANCHI, 1999). Tem permitido também estabelecer, em dominios
de conhecimento especificos, além de uma psicogénese a longo prazo (como para a
conservacdo de quantidade), uma psicogénese a curto prazo que se refere “a
evolucao de concepcdes e préticas do individuo ou de um grupo de individuos face a
novas situacdes” (VERGNAUD, 1983a).



2 METODO, MATERIAIS E INSTRUMENTOS

Este capitulo apresenta a descricdo do universo envolvido na experimentacao
durante a investigacéo, do método, dos procedimentos e dos instrumentos utilizados
para coleta de dados.

2.1 CARACTERISTICAS GERAIS DA PESQUISA

O presente estudo é caracterizado como sendo do tipo qualitativo. Segundo
Bogdan e Biklen (1982), este delineamento é definido quando h& contato direto e
prolongado da pesquisadora com o ambiente e a situacdo que est4d sendo
investigada; quando os dados coletados, a partir dos pré e poOs—testes sao
predominantemente descritivos; bem como, quando o interesse da pesquisadora em
estudar tal problema de pesquisa € o de verificar como ele se manifesta nas
atividades e instrumentos construidos. Outra caracteristica deste tipo de
investigacdo, descrito pelos mesmos autores, é relacionado ao foco de atencéo do
pesquisador, buscando o significado apresentado pelas acdes dos estudantes, isto
€, preocupando-se em retratar as perspectivas destes; e quando a analise dos
dados consolida-se a partir da inspe¢éo dos dados num processo indutivo, de baixo

para cima.

Esta pesquisa busca, a partir da identificacdo dos significados contidos nas
acOes dos estudantes, apontar evidéncias do uso dos diferentes tipos de
representacdo abordados com o software de simulagdo Modellus na
conceitualizacdo de derivada e foi baseado nos principios descritos por Bogdan e
Biklen (1982).
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2.2 TRAJETORIA

A autora ingressou no Programa de Pés-Graduagcéao em Ensino de Ciéncias e
Matemética — PPGECIM na Universidade Luterana do Brasil — ULBRA/Canoas
vinculando-se a linha de pesquisa Novas Tecnologias para o Ensino de Ciéncias e
Matematica com objetivo de estudar, com base em alguma teoria de aprendizagem,
as influéncias do uso de uma ferramenta computacional no auxilio do processo de

ensino-aprendizagem da Matematica.

Foi tomado como base tedrica deste trabalho de pesquisa a Teoria dos
Campos Conceituais de Gerard Vergnaud (1993), pois particularmente foi esta a
teoria que foi ao encontro dos ideais de educacao da autora. A teoria escolhida para
fundamentar a investigacédo foi estudada inicialmente pela autora, quando aluna,
durante o primeiro ano na disciplina Teorias de Ensino e Aprendizagem para o

Ensino de Ciéncias e Matematica.

A escolha de trabalhar com o software de simulagdo Modellus, num primeiro
momento, foi devido ao fato deste ser um software livre e em segundo, por encontrar
varias pesquisas na area de Fisica e Quimica que o envolviam, como observado em
Carson (2000); Araujo (2002) e Balen (2005). Entretanto é observavel certa
precariedade de pesquisas que relacionam esse software com a area de
Matematica, apesar dele apresentar uma estrutura compativel para adaptacdo da

base tedrica dos campos conceituais.

Optou-se em trabalhar com o operador derivada pois ele é o ponto de partida
para a construcao dos conceitos do Calculo Diferencial e Integral e pela dificuldade
de compreenséo desse conceito por parte dos alunos, que em sua grande maioria
domina apenas habilidades nos procedimentos algébricos. Foram encontradas
pesquisas utilizando algum tipo de tecnologia para o ensino e aprendizagem do
conceito de derivada como descrito por Dall’Anese (2000); Milani (2002); Guimaraes
(2002). Entretanto a abordagem do papel da utilizacdo de um software de simulacao
neste processo ndo foi profundamente investigado, reforcando a justificativa para
realizacdo deste trabalho.
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Neste trabalho de pesquisa foi explorado o conceito de derivada como taxa
instantanea de variagdo, a partir de situacdes da Fisica, esta escolha foi realizada
com base no que diz Gérard Vergnaud (1983a), de que 0s conceitos se tornam
significativos para o aluno por meio das situacbes com que ele se depara. Dentro
desse contexto, apliquei situagBes na area da fisica pois sdo as que fazem parte do
cotidiano do individuo; além disso, os livros de matematica oferecem uma gama de

situacdes que envolvem o conceito de derivada relacionadas a area da fisica.

Utilizou-se a interpretacdo grafica do conceito de derivada, como a inclinacao
da reta tangente, para analisar de que maneira o uso do software de simulacéo
Modellus pode contribuir na conceitualizacdo de derivada no processo de ensino-
aprendizagem, considerando que, segundo Vergnaud, o uso de representacéo
auxilia na mudanca do status do conhecimento, uma vez que esta permite a
recognicao das acdes do estudante. Para tanto foram realizados dois experimentos
piloto antes do préprio experimento de investigacdo. Nos estudos piloto foram
envolvidos dois cursos, Sistemas de Informacédo e Ciéncias Contabeis, uma vez que
eram 0s cursos com disciplinas que abordavam o conteddo de derivada, com

disponibilidade de turma para a autora.

O experimento ndo foi desenvolvido em demais cursos ou em outras
instituicbes pois necessitava de no minimo 4 (quatro) dias do cronograma da
disciplina para ser aplicado, dificultando assim a liberacdo dos alunos pelo professor
responsavel para a realizacdo do método de pesquisa proposto pela autora. Método
este considerado longo, uma vez que 0 semestre letivo é composto de
aproximadamente 18 (dezoito) semanas, dentre as quais estao incluidos, no minimo,
3 (trés) dias de avaliacdo, conforme regulamento da instituicdo e cronograma do
professor. Conseqiientemente, os professores que possuiam disciplinas que
envolviam o contetdo de derivada justificavam a inviabilidade da aplicacédo de tal
experimento, pois a gama de conteudos que a disciplina propunha nao seria

possivel desenvolver em apenas 11 (onze) semanas.
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2.3 PRIMEIRO EXPERIMENTO PILOTO

O primeiro piloto ocorreu no segundo semestre do ano de 2004, com uma
turma de 29 alunos, da disciplina de Matematica Il do curso de Ciéncias Contabeis
do Centro Universitério La Salle — UNILASALLE, em Canoas.

Durante as trés primeiras aulas foi trabalhado o conteudo de derivada e na
aula seguinte foi aplicado um pré-teste. O pré-teste € dividido em duas partes, a
primeira solicita que os alunos em uma folha respondessem a pergunta “o que é
derivada?” sem consultar o caderno, e na segunda etapa, foi aplicado um teste

(Apéndice A.1) que serviria como parte da primeira avaliacdo da disciplina.

Na aula seguinte a turma toda foi participar da aula de laboratério, onde os
alunos, a partir de um estudo dirigido (Apéndice A.2), construiram no software de

simulacdo Modellus uma situacao-problema da Fisica sobre Movimento Vertical.

Junto com o estudo dirigido também havia questdes, que deveriam ser
respondidas pelos alunos referente a situacéo criada, objetivando o estabelecimento
de alguma relacdo entre a velocidade instantdnea do movel e o coeficiente angular
de uma reta tangente, com base nos diferentes niveis de representacdo construidos
no software. A aula de laboratério foi filmada, porém ineficiente, uma vez que o papel
da professora-pesquisadora como mediadora cedeu lugar para o de auxiliar na

construcdo da simulacgéao.

Sendo um Curso de Ciéncias Contabeis, a autora ficava restrita a néo
prolongar o experimento com aplicacbes em Fisica, uma vez que a abordagem da
derivada seria mais adequada em situacdes com fungdes marginais como custo,
receita e lucro marginal. Entretanto, como ja mencionado, esta era a turma
disponivel para a autora realizar o projeto de pesquisa que, por sua vez, ja estava
estruturado, abordando a derivada através de situacdes da area da fisica. Por esse
motivo, o0 pré-teste representava parte da primeira avaliacdo da disciplina, a qual era
composta por duas areas. O pos-teste (Apéndice A.3) representaria um teste de

recuperacao da primeira area.

Esse primeiro experimento foi descartado por diversas razdes. A primeira foi a

insuficiéncia de dados a serem analisados, visto que apenas um aluno ficou em
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recuperagdo na primeira area da disciplina. Outra explicacéo foi a funcéo inesperada
gue o estudo dirigido proporcionou aos alunos, isto €, ele serviu principalmente para
que eles conhecessem o software de simulacéo a partir da construcao da atividade,
0O que nao constitui 0 objetivo da investigacdo. Foi constatado também a
possibilidade de o estudo dirigido ter mascarado as duvidas dos alunos por ser tao
minucioso, jA que a interacdo professor-aluno foi baixa e eles demoraram
praticamente 3 horas ininterruptas, ficando exaustos, segundo comentarios ao final
da atividade. Além da questao cognitiva, pois a atividade com movimento vertical fez
aflorar nos estudantes concepcdes alternativas de conceitos de Fisica, desvirtuando
a atencdo deles do objetivo do trabalho e conseqientemente dificultando o dominio

do conceito de derivada na situagcéo proposta.

2.4 SEGUNDO EXPERIMENTO PILOTO

O segundo piloto ocorreu no primeiro semestre do ano de 2005, a turma era
composta de 28 alunos da disciplina de Matematica Il, do curso de Ciéncias
Contébeis do Centro Universitario La Salle — UNILASALLE, em Canoas.

O método usado para este trabalho foi a aplicacdo de um teste antes (pre-
teste) (Apéndice B.1) e um apods (pos-teste) (Apéndice B.3) ao tratamento (Apéndice

B.2) (aula de laboratério com uso do software de simulacéo).

Uma vez que ja havia sido verificada a inviabilidade de desenvolver os
procedimentos necessarios para realizar a investigacdo apenas nos dias letivos, foi
exposto para a turma os objetivos da pesquisa realizada pela autora. A mesma
solicitou a colaboracdo de alguns alunos como voluntarios, a participar de uma
atividade a realizar-se no sabado, no laboratério de informética, com o conteddo que

estava sendo trabalhado em sala de aula.

Entretanto, apenas 8 (oito) alunos prontificaram-se em participar da atividade

ao sdbado, comparecendo neste dia somente 6 (seis) dos mesmos.

Devido aos obstaculos encontrados no primeiro piloto com a utilizacdo de um

estudo dirigido, as atividades apresentadas aos alunos no sabado ja estavam
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construidas no software de simulacdo, durante a execucédo do segundo piloto. As
atividades construidas no software de simulacéo abordavam questées do Movimento
Retilineo Uniforme e Movimento Retilineo Uniformemente Variado, visto que o
movimento de queda livre utilizado no primeiro piloto provocou desequilibrios
cognitivos, provenientes de concepcgdes alternativas. Possuia questdes amplas com
0 objetivo de mediar uma discussédo a fim de obter o maximo de informagdes na

filmagem.

Apesar de ter conseguido aplicar o pré-teste, este segundo piloto também foi
descartado devido a rapidez com gue o conteudo foi apresentado aos alunos, frente
a dificuldade de cumprir o cronograma da disciplina e por dificuldades inesperadas
apresentadas na filmagem. Além disso, alguns dos alunos voluntarios submetidos ao
tratamento ndo precisaram realizar a recuperacao, e portanto, nao foi obtido o poés-

teste dos mesmos, tornando os dados insuficientes.

2.5 EXPERIMENTO

O experimento ocorreu no segundo semestre do ano de 2005, com uma
turma de 13 alunos, da disciplina de Calculo Diferencial e Integral, do curso de
Sistemas de Informacdo da Faculdade Cenecista Nossa Senhora dos Anjos —

FACENSA, em Gravatai, totalizando 6 (seis) aulas.

Foi utilizado para coleta um pré e um pds-teste ao tratamento (Apéndice B.2),
sendo este caracterizado por uma aula de laboratério com uso do software de

simulacéo e entrevistas. O pré e pds-teste estardo descritos a seguir no subitem 2.6.

Os resultados dos dois estudos piloto realizados anteriormente ndo foram
contabilizados, a fim de impedir que os viéses detectados nao interferissem nos
resultados desta pesquisa. E importante salientar que as questdes do pré e pos-
teste, descritas a seguir, aplicados na pesquisa diferem daquelas utilizadas nos dois

experimentos pilotos.
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2.5.1 Primeira Etapa

Sala de aula

Explanacéo do conteudo de derivada em sala de aula durante trés aulas, por

meio de encontros semanais.

Na primeira aula, abordou-se o conceito de limite, a partir de idé€ias intuitivas,
via tabelas numéricas e graficos. Apos, foram utilizados exemplos analiticos, onde o
limite da funcdo em Xxo é indeterminado possibilitando sua resolucéo a partir de uma

simplificac@o da expressao analitica da fungéo.

Em seguida foi trabalhada a diferenca entre coeficiente angular de reta
secante e coeficiente angular de reta tangente, utilizando, neste caso, o conceito de
limite.

Finalizou-se a aula com exercicios que solicitavam a equacdo da reta

tangente a uma funcdo em um determinado ponto e em um ponto qualquer da curva.

Na segunda aula, foi trabalhada a definicdo de funcdo derivada e de
diferenciabilidade. Inicialmente, foram expostos os tipos de notagées mais usados

para representar a derivada de uma fungéo e escrito no quadro:

a derivada de uma funcéo pode ser interpretada ou como uma funcao cujo
valor em x é a inclinacdo da reta tangente ao grafico de f(x) = y em x ou,
alternativamente, como uma func¢éo cujo valor em x é a taxa instantanea da
variacdo de y em relacdo a x (ANTON, 2000, p. 179).

ApoOs algumas discussdes e exemplos graficos que relacionassem a primeira

parte dessa citacdo com a primeira aula, foi apresentada a expressao analitica que

f(x+h2—f(x)j o

define a derivada (f’(x) =Lirrg) , informalmente, que os pontos de

nao diferenciabilidade geometricamente mais comumente encontrados, podem ser
classificados da seguinte forma: picos, pontos de tangéncia vertical e pontos de

descontinuidade.

Na terceira aula, foi trabalhada a segunda parte da citacao descrita acima “[...]

como uma funcéo cujo valor em x é a taxa instantanea da variacdo de y em relacao
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a X", a partir de situacdes da Fisica. Inicialmente, foram abordadas as regras de
derivacdo de funcdes polinomiais e, em seguida, exemplos que envolvessem o0s
conceitos de velocidade (instantdnea) e de aceleracdo (instantanea) de uma

particula.

2.5.2 Segunda Etapa

Pré-teste

Na quarta aula, foi aplicado um teste com quatro questdes, este servia como
pré-teste da investigacao o qual fazia parte do processo de avaliacédo da disciplina e,
por isso, apenas trés questdes desse teste serviram como instrumento de coleta dos

dados.

2.5.3 Terceira Etapa

Tratamento

Como a aula de laboratorio seria realizada no sabado seguinte a aplicacéo do
pré-teste, a selecdo dos alunos, que ficariam expostos ao tratamento, foi feita
mediante a disponibilidade de quem poderia comparecer no dia. Dessa forma, dos
13 alunos inicialmente envolvidos na pesquisa, 8 ndo puderam comparecer na aula

de laboratério, restando apenas 5 alunos incluidos na analise dos dados.

Foi solicitado a eles que nao fizessem nenhum tipo de comentério a respeito
da aula no laboratério com o0s outros colegas antes de realizarem o teste de

recuperacao (pos-teste).

Foram elaboradas quatro atividades para serem desenvolvidas no software de
simulacdo Modellus que representavam situacdes da Fisica referente ao Movimento
Retilineo Uniforme e Movimento Retilineo Uniformemente Variado (MRU e MRUV,

respectivamente).
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As atividades desenvolvidas na aula de laboratorio tinham por objetivo levar
0os estudantes a compreender a relacdo entre o significado de velocidade
instantanea e inclinacdo da reta tangente a funcao a partir dos diferentes niveis de
representacao oferecidos pelo software, por meio da: visualizagdo da animacao do
fenbmeno fisico, da visualizacéo das retas tangentes ao gréfico da funcdo posicéo e
da tabela numérica com trés colunas, sendo elas, tempo, posi¢éo e velocidade.

O fenémeno fisico simulado foi o deslocamento de um maével ao longo de uma
linha horizontal. Durante a aula de laboratorio foram desenvolvidas quatro
atividades, nas quais o0 estudante teria que descrever o comportamento da
velocidade do moével ao longo do percurso com base nos diferentes niveis de

representacdo abordados em cada atividade.

A primeira atividade mostrava o deslocamento de um movel com velocidade
constante, a segunda com velocidade crescente, a terceira com velocidade

decrescente e a ultima com velocidade crescente e decrescente.

Cada atividade representa um arquivo que apenas pode ser explorado a partir
do software de simulacdo Modellus. A situacdo e as questbes que cada atividade

propde foram descritas na janela “notas” do préprio software.

Com o uso do software de simulacdo Modellus foi possivel utilizar quatro
niveis de representacdo para trabalhar com o conceito velocidade. O primeiro nivel é
a “idealizacéo do real”, isto €, a prépria “animacao”, simulacdo do fenébmeno fisico
que apresenta a situacdo problema. A figura abaixo mostra que esse nivel de

representacao é explorado a partir da janela “Animacao 1” do software.
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Figura 01 : Mostra o tipo de representacéo “idealizacao do real”
Fonte : Software Modellus

O segundo tipo de representacao € a “grafica”, onde é possivel a visualizacao

do movimento das retas tangentes ao longo da funcdo posicdo. A figura abaixo

mostra que esse nivel de representacdo é explorado a partir da janela “Gréfico 01”

do software.
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Figura 02 : Mostra o tipo de representacao grafica

Fonte : Software Modellus
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O terceiro € a “numérica”, que em forma de uma tabela era apresentado o
valor da posicdo e da velocidade instantdnea do moével em cada instante de

deslocamento.
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Figura 03 : Mostra o tipo de representacdo numérica
Fonte : Software Modellus

E o ultimo tipo de representacao é a “algébrica”, na qual é expressa a funcao
que fornece velocidade instantanea do movel a partir da derivada da funcao posicao,

sendo descrita na janela “Modelo”.
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Figura 04 : Mostra o tipo de representacéo algébrica
Fonte : Software Modellus
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2.5.4 Quarta Etapa

Po6s-teste

O pobs-teste foi aplicado na aula seguinte, que além de servir como
instrumento de pesquisa, fez parte também do processo de avaliacdo da disciplina
de Calculo Diferencial e Integral como teste de recuperacdo, com cinco questoes.
Todos alunos voluntarios que participaram do tratamento no sabado se prontificaram
em realizar o teste de recuperacdo, mesmo nao necessitando deste para concluséo
da disciplina. Este procedimento foi adotado objetivando evitar o viés detectado no

segundo piloto.

2.5.5 Quinta Etapa

Coleta de dados e entrevista

Apos a coleta e classificacdo dos dados, a partir do pré e pos-teste, foi
estruturada uma entrevista a fim de registrar, compreender e explorar de que
maneira os alunos fizeram uso da aula de laboratério para desenvolver as questées
do pos-teste. Essa entrevista (Apéndice C) foi realizada individualmente na semana

seguinte a aplicacéo do pos-teste.

Na aula posterior, um dia depois da entrevista, foi feita a correcdo do pos-
teste em sala de aula, visando a obtengcéao de mais informagdes dos alunos. Quando
pertinentes a investigacdo, esses comentarios eram registrados pela autora
juntamente com o nome do aluno, possibilitando identificar se 0 mesmo estivera sob

efeito do tratamento ou nao.



46

2.6 INSTRUMENTOS UTILIZADOS NA COLETA DE DADOS

Os instrumentos utilizados na coleta de dados foram o pré-teste e o pos-teste,
que tém como funcéo identificar as possiveis invariantes operatorias, expressas na
forma de algoritmos aplicados antes e ap0s o tratamento, e as entrevistas, que

objetivavam confirmar os resultados obtidos no pré e pos-teste.

Tanto o pré-teste quanto o poés-teste serviram como avaliacdo para a
disciplina e as questbes envolviam o conceito de derivada, seja por meio da
interpretacdo como a inclinagdo de reta tangente, seja por meio da interpretacao
como taxa instantanea de variacdo, estando presentes em ambos 0s casos, algum

dos tipos de representacdo numérica, algebrica ou gréfica.

2.6.1 Pré—teste

Questdo 1: Ache a equacdo da reta tangente a fungdo f(x)=2x-x* no
ponto P(-2 f(-2)) e verifique se a reta tangente é crescente ou decrescente,

justificando sua resposta.

Questdo 3 : Uma particula move-se ao longo de uma reta horizontal, de modo
que a equacdo S=2t°-3t> -12t +8.

a) Ache a velocidade instantanea, V(t) cm/s, da particula em 3s;

b) Determine os intervalos de tempo em que a particula move-se para a
direita, para a esquerda e quando a particula inverte o sentido do movimento.

Questdo 4 : Associe a funcéo representada graficamente, no primeiro quadro,

com o grafico (a) ou (b) de sua respectiva funcéo derivada.
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y=1(x (@) (b)

Graéfico 01 : Questédo 4 do pré-teste
Fonte : Elaborado pela autora no Software Graphmatica

Como o pré-teste também serviu no processo de avaliacdo da disciplina, a

questdo 2 dele ndo tem fins para a analise dessa investigacao.

2.6.2 P6s-teste

Questdo 1 : Uma particula move-se ao longo de uma reta horizontal, de modo

que a equacgio S=%t3 - 8t> + 60t +20.

a) Ache a velocidade instantanea, V(t) cm/s, da particula em 4s;

b) Determine os intervalos de tempo em que a particula move-se para a

direita, para a esquerda e quando a particula inverte o sentido do movimento.

Questdo 2 : Duas particulas A e B movem-se ao longo de uma reta horizontal.
O movimento da particula A é expresso de acordo com a equacgdo

1 . . ~
SA:§t3—4t2+64t e 0o movimento da particula B, de acordo com a equagio

1 . . . .
S = —§t3 +32t?, onde S representa a posi¢éo da particula, € medido em metros e t,

em segundos. Sabendo que a tabela abaixo mostra a posicdo das particulas nos
primeiros oito segundos de movimento, descreva o comportamento da velocidade de

cada uma das particulas nos primeiros oito segundos de movimento.
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t(s) S, Sy

0

1 31,67 60,33
2 125,33 114,67
3 270,00 | 165,00
4 490,67 | 213,33
5 758,33 | 261,67
6 1080,00 | 312,00
7 1453,67 | 366,33
8 1877,33 | 426,67

Quadro 01 : Questao 2 do pds-teste
Fonte : Elaborado pela autora

Questdo 3: Para quais valores de x a reta tangente a funcéo f(x)=2x-x*é

crescente e decrescente?

Questdo 4: Esboce o grafico de uma funcdo f para a qual
fO=-4, f'@W=0 f'(xX)<0se x<le f'(x)>0 se x>1.

Questdo 5 : Esboce o gréafico da funcéo derivada do grafico abaixo.

Gréfico 02 : Questdo 5 do pos-teste
Fonte : Elaborado pela autora no Software Graphmatica

2.7 COMENTARIOS DAS QUESTOES DOS PRE E POS-TESTES

Segundo Vergnaud (1996b, p. 12-13), em A trama dos campos conceituais na
construgdo do conhecimento, um conceito apresenta diferentes niveis de

complexidade dependendo da forma de como ele é enunciado em uma situacdo. O
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nivel mais simples é quando ele é expresso na forma de adjetivo e pode-se dizer
gue é predicado num lugar. O préximo nivel é quando ele representa um predicado
com mais de uma posicdo, outro nivel mais complexo de um campo conceitual é
guando o conceito € um substantivo e por fim quando se utiliza “a mesma operacéo
linguistica de nomeacdo para transformar o status cognitivo conceitual de um

predicado ou dois predicados”.

A seguir, sera apresentada uma justificativa da escolha de cada questdo dos

pré e pos-testes.

Nado é possivel identificar os conceitos-em-acdo ou teoremas-em-agao
envolvidos em cada uma das questdes do pré e do pds-teste, visto que, ao fazé-lo,
estarei abordando a forma de construcdo do pensamento da autora, quando na
resolucao de cada situacéao-problema. Ao elencar apenas alguns conceitos-em-acao
e teoremas-em-acdo, pode-se pecar por reducionismo, visto que uma situagao-
problema pode ser resolvida por diferentes esquemas, permitindo que a autora
realize somente inferéncias a respeito das invariantes operatorias pertinentes a sua
classe de esquema. Dessa forma, cabe salientar que 0s conceitos-em-ac¢ao e 0s
teoremas-em-acgdo sdo proprios de cada individuo e ndo das situacfes-problema. As
situacdes-problema apresentam teoremas matematicos, 0s quais podem ser
expressos pelo individuo na forma de teoremas em acao cientificamente corretos,

tornando assim o conhecimento implicito do estudante em explicito.

2.7.1 Questdes relacionadas a area da matematica

A questdo 1 do pré-teste € semelhante a questdo 3 do pds-tese. Para resolver
parte da questdo 1 do pré-teste € preciso conhecer a definicdo matemética de que o
coeficiente angular da reta tangente a funcdo é a derivada da funcdo em x = -2, se
f(x) é continua em x = -2. Sabendo disso, a expressao derivada da funcdo é usada
na forma de um adjetivo. Ja na questdo 3 do pOs-teste, a expressado derivada da

func@o também representa um adjetivo, pois para resolvé-la é preciso, se utilizar da
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mesma deinicdo da questdo 1 do pré-teste, isto € que o coeficiente angular da reta
tangente a uma funcdo em x = Xp € a derivada da fungéo para algum valor de Xo.
Nesse caso, como o valor de xo ndo é conhecido, a questao torna-se um pouco mais

complexa.

A questao 4 do pré-teste é semelhante as questdes 4 e 5 do pOs-teste. Para
resolver estas questdes, € preciso conhecer a definicdo de que a derivada é uma
funcdo cujo valor em x é a inclinacdo da reta tangente ao gréfico de y = f(x) em x.
Também nesse caso, a expressao derivada da funcdo representa um adjetivo.
Porém a diferenca entre a questao 4 do pré-teste e a questdo 5 do pos-teste € que
esta solicitava que o aluno representasse geometricamente a funcao derivada,
enquanto que a primeira pedia apenas para indicar a funcdo derivada
correspondente, tornando assim a questdo 5 um pouco mais elaborada em relacdo a
qguestao 4 do pré-teste. Ja a questdo 4 do pds-teste é mais complexa, pois solicitava
a construcéo da funcéo a partir de dados da funcéo derivada correspondente.

Para resolver as questdes 4 e 5 do pos—teste, além de ter conhecimento de
que a derivada de uma funcéo pode ser interpretada como uma funcéo cujo valor em
X € a inclinacdo da reta tangente ao grafico de f(x) =y em X, é preciso relacionar que
se a reta tangente a funcdo é decrescente, entdo a derivada representa um valor
negativo e se a reta tangente a funcdo € crescente, entdo a derivada representa um
valor positivo. O aluno precisa levar em consideracdo essas duas informacfes ao

esbocar o grafico de uma funcéo derivada a partir do grafico da funcéo.

2.7.2 Questodes relacionada a area da fisica

A questdo 3 do pré-teste é igual a questdo 1 do pds-teste e semelhante a
questao 2 do pos-teste. Tanto para resolver a questdo 3 do pré-teste ou a questao 2
do pds-teste é preciso saber que a velocidade € a derivada da funcéo posicéo e, em
ambas situacbes, a derivada é considerada como um adjetivo. Porém devido a
questdo 2 apresentar uma tabela com o valor das posi¢cdes de cada particula nos
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oito primeiros segundos de deslocamento, ela pode levar o aluno a um desequilibrio
cognitivo, de modo que ele nédo utilize a definicdo acima citada para descrever o

comportamento da velocidade da particula a partir da derivada da funcéo posicao.

2.8 MODELLUS

Ha uma crescente e generalizada aceitacdo da importancia da utilizacdo do
computador na educacdo cientifica e matematica, sendo este uma ferramenta
essencial na investigagdo e no desenvolvimento em quase todos o0s campos
cientificos e tecnologicos (TEODORO, 2002).

Na década passada, ja se reconhecia a importancia da utilizacdo do
computador como forma de poder melhorar significativamente as praticas
pedagdgicas em fisica, com sua aplicacdo no laboratorio; e na matematica, na
representacdo de objetos matematicos como, por exemplo, funcdes e figuras
geométricas (TEODORO, 1997).

Segundo Medeiros et al. (apud RIBEIRO, 2005, p. 2), a utilizacdo do
computador no ensino proporciona a formacao e acentuacdo de conceitos, além de

promover a mudanca conceitual (RIBEIRO, 2005).

Acredita-se que dentre as varias possibilidades de uso da informatica no
ensino, a modelagem computacional € a que melhor possibilita a interacdo dos
estudantes com o processo de construcdo e analise do conhecimento cientifico,
permitindo que compreendam melhor modelos fisicos e matematicos (ARAUJO,
2004).

Nos ambientes de aprendizagem, em que a perspectiva construtivista seja
dominante, a utilizacdo do software de modelacdo pode facilitar seu fortalecimento,
apresentando simultaneamente potencialidades de abordagem integrada das
ciéncias e da matematica (TEODORO, 1997).
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O uso de simulagdo computacional facilita a aprendizagem dos estudantes,
sendo esta a ferramenta-chave neste processo, uma vez que possibilita aos alunos
trabalhar com modelos matematicos, por meio de exploracdo de funcdes, equacdes
diferenciais e iteracbes com objetos. Estas diferentes fungbes permitem a
construgcdo de modelos de fendmenos fisicos, como objetos-para-pensar-com,
tornando concretos os objetos formais utilizados pela fisica, por exemplo:

Esta nova perspectiva, fundamentada na investigacdo sobre a
aprendizagem das ciéncias e da matematica, e na investigacdo em
interfaces entre o computador e o utlizador, assume que: (1) a
aprendizagem € um processo activo de criacdo de significados a partir de
representacdes; (2) a aprendizagem decorre numa comunidade de pratica
em que os estudantes aprendem a partir do seu proprio esforco e a partir de
orientacao externa; (3) a aprendizagem é um processo de familiarizacédo
com conceitos, com ligacdes entre conceitos e com representacdes; (4) os
interfaces baseados na manipulagdo directa permitem aos estudantes
explorar conceitos concreto-abstractos, como € o caso dos conceitos fisicos,
mesmo quando possuem uma competéncia reduzida na utlizacdo de
computadores (TEODORO, 2002, p. 15).

O ponto mais importante do desenvolvimento e da utilizacdo de computadores
na matematica e fisica, nos ultimos anos, refere-se a criacdo de software
educacional que possibilita aos alunos a manipulagéo de conceitos formais, os quais
constituem a maior parte dos conceitos matematicos e cientificos, sem necessidade

de recursos a complexas linguagens de programacéo (TEODORO, 1997).

Com o advento dos softwares educacionais e o crescente uso de novos
recursos de informatica no ensino, faz-se necessario investigar sua contribuicdo ao
processo de aprendizagem do aluno (ARAUJO, 2004). Entretanto poucos trabalhos
de pesquisa foram realizados com este propésito, sendo este um dos fatores
estimulantes para realizacdo do presente trabalho. Outra razdo para isto € a
possibilidade de melhor compreensao de conceitos oferecidos pela utilizacdo desses
softwares, como citado por Ogborn (apud GRAVINA, 1998, p. 12) “[...] a analise de
um o modelo matematico, pode levar a compreensdo de conceitos profundos, como

por exemplo a nogéo fundamental de taxa de variacao [...]".

Um modelo tem o papel de criar uma ponte entre teoria e real e sera
viabilizado por métodos que passam pela observacdo do fendbmeno,
formulacdo de hipoteses, verificacdo da validade dessas hipéteses, novos
guestionamentos e, finalmente, o enunciado (RIBEIRO, 2005, p. 2).
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Diversos autores como Veit e Teodoro (2002), Esquembre (2002) e Balen
(2005) relatam que o estudo de fenbmenos, processos fisicos e quimicos, 0s quais
podem ser descritos através de modelos matematicos que traduzem o fendémeno,
sdo possibilitados através da utilizacdo do software Modellus®. Este, por sua vez, é
classificado como uma ferramenta de modelagem, simulacdo e célculo e visa
proporcionar a construcdo e manipulacdo de modelos dinamicos quantitativos
matematicamente de modo que estes possam ser analisados de forma mais clara e
concisa (VICTOR, 2002).

O programa Modellus € um software livre, distribuido gratuitamente na
Internet, o qual permite ao aluno realizar e construir experimentos conceituais
utilizando modelos matematicos definidos a partir de funcdes, derivadas, taxas de
variagcdo, equacoes diferenciais e equacgdes a diferencas finitas, escritos de forma
direta, ou seja, assim como o aluno aprendeu na sala de aula, muito semelhante ao
uso que faria com papel e lapis (VIET e ARAUJO, 2005; COSTA et al., 2007 e
ARAUJO, 2004).

Até onde se conhece, o Modellus € o Unico programa de autoria para a
criagdo de modelos matematicos, que prescinde do uso de metéforas ou linguagens
de programacdo, ao contrdrio do que ocorre com excelentes ferramentas de
modelagem, como o PowerSim, Visq, STELLA e outras. Caracteristica esta
proposital do programa, uma vez que ele foi concebido sob a premissa de que se o
estudante ndo domina a linguagem matematica, o proprio software pode se constituir
em uma ferramenta para auxilia-lo na aprendizagem de conceitos matematicos
(ARAUJO, 2005).

Para Pierre Lévy, a simulagdo por computador trata-se de uma tecnologia
intelectual que amplifica a imaginacdo individual e permite aos grupos que
compartilhem, negociem e refinem modelos mentais comuns, qualquer que
seja a complexidade deles (LEVY, 1999 apud SANTOS, 2006, p. 5).

® Pode ser encontrado no site <http://phoenix.sce.fct.unl.pt/modellus> é de origem portuguesa da
Universidade Federal de Lisboa. Construido em linguagem C++, o software possui interface de
janelas das quais possui sete tipos de distintas fungfes, integradas pelo mesmo modelo matematico
(COSTA et al., 2007).
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O maior interesse da simulacdo néo é o de substituir a experiéncia, nem o de
tomar o lugar da realidade, mas sim o de permitir a formulac&o e a exploragéo rapida
de grande quantidade de hipéteses, uma vez que ela constitui um modo especial de
conhecimento. Dessa forma, o efeito da simulacdo, dentro de uma Otica
construtivista, € o de fornecer aos alunos uma experiéncia direta, fazer hipéteses e
observar os efeitos destas hip6teses, permitindo ao estudante executar seu modelo
de simulacédo e observa-lo, modificando os parametros como desejar, e realizando
novas predicdes (SANTOS, 2006).

A interatividade nas animac¢des podem ser usadas para ressignificar o
conhecimento mediante significados claros, estaveis e diferenciados, previamente
existentes na estrutura cognitiva do aprendiz. Elas sdo capazes de auxiliar na
construcdo do conhecimento, uma vez que permite ao aluno fazer representacoes,
explorando-as sobre as mais diversas perspectivas (SANTOS, 2006).

O Modellus possui diferentes passos de construcao e exploracao de modelos,
0s quais podem ser feitos quer a partir de dados e registros fisicos de experiéncias
reais, quer apenas a partir de um ponto de vista exclusivamente matematico
(TEODORO, 2002). As atividades com este programa evidenciam a unidade da
matematica e da fisica, algo que é muito dificil de evidenciar nas abordagens
tradicionais, sendo que os modelos matematicos sdo tratados como objetos
concreto-abstratos: concretos no sentido de que podem ser manipulados
diretamente com um computador e abstratos no sentido de que séo representacoes
de relacdes entre variaveis (TEODORO, 2002).

A aplicacédo de atividades de modelagem exerce uma influéncia positiva na
predisposicdo do individuo para aprender, pois, permite que o conteudo visto
anteriormente por ele, e que até entdo estava muito abstrato, passe a ter um
referencial mais concreto. Isto ocorre na medida em que a relevancia de
determinadas relagbes matematicas e conceitos sejam percebidos pelo aluno
durante o processo de interacdo com os modelos conceituais (ARAUJO, 2004).

O Modellus possui duas caracteristicas bésicas: a de representacdes
multiplas e a de manipulagéo direta. Na primeira, 0 usuario pode criar, ver e interagir
com representacdes analiticas e graficas de objetos matematicos; j& na segunda, ele
pode trabalhar com todos os tipos de objetos que aparecem na tela do computador
sem a mediacdo de qualquer linguagem de programacdo. Outra caracteristica do

programa € de que ele oferece a possibilidade de se trabalhar como um sistema
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tutorial, onde o professor pode preparar a representacdo de uma situagdo fisica a
qual os alunos ainda ndo possuam 0s conhecimentos necessarios para a
compreensao de sua natureza matematica (VICTOR, 2002).

E necessario distinguir entre os diferentes niveis de interacdo do aluno com o
comutador que dependem da forma como o0s estudantes tém acesso a esta
ferramenta e do tipo de atividade exercida nele: atividades de simulagao
computacional e de modelagem computacional. Nas atividades denominadas
simulacdo computacional, “o aluno tem autonomia para inserir valores iniciais para
variaveis, alterar para@metros e, eventualmente, modificar relagfes entre as varidveis”
(DORNELLES, 2006, p. 6), entretanto ele € impedido de modificar a base do modelo
computacional. Nas atividades denominadas modelagem computacional, o
estudante “além de poder atuar sobre a variacdo de parametros e valores iniciais”
(DORNELLES, 2006, p. 6), ele tem acesso aos elementos basicos, podendo, em
ambos o0s casos, explorar um modelo computacional ja construido, sendo desta
forma, denominado modo de exploratério. Na modelagem computacional, o aluno
pode também construir seu proprio modelo, desde sua estrutura matematica até a
analise dos resultados gerados por ele, ou fazer alteracbes em modelos
computacionais previamente construidos, sendo que neste caso, 0 modo de uso &
chamado de expressivo ou de criacdo. Classifica-se como atividade de modelagem
toda aquela em que o aluno foi solicitado a trabalhar na janela Modelo, as demais
atividades sao consideradas como de simulacédo (DORNELES, 2006).

Como ja comentadas anteriormente, as dificuldades apresentadas pelos
alunos na integragdo e compreensdo dos conceitos associados aos fendmenos
fisicos podem ter como causa: as interpretacbes pessoais dos fendmenos; as
concepcOes alternativas dos alunos, que resultam de suas experiéncias no cotidiano
e a inabilidade de compreender o modelo e passar de um nivel de representagéo a
outro quando busca interpretar o processo que descreve o fendbmeno (BALEN,
2005).

Na busca de um melhor aproveitamento do desempenho dos alunos, alguns
aspectos se mostram relevantes no processo de ensino-aprendizagem, como:
metodologias de ensino que visam a construgdo do conhecimento, utilizacdo de
objetos interativos que promovam o desenvolvimento cognitivo dos alunos,
articulacdo dos conhecimentos prévios e a formacdo continua dos professores
(SANTOS, 2006).
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Apesar do crescente interesse na introducdo das novas tecnologias de
informagédo e comunicacdo (NTICs) no processo de ensino-aprendizagem, tem que
se ter o cuidado para nado levar a uma visdo distorcida do papel da educacdo na

sociedade da informacéao, ou seja:

Educar para uma sociedade da informacao significa muito mais que treinar
as pessoas para o uso das tecnologias da informacg&o e comunicacao: trata-
se de investir o mais precocemente possivel na criagdo de competéncias
suficientemente amplas que permitam uma atuagdo efetiva e critica,
tomando decisdes fundamentadas no conhecimento utilizando com fluéncia
0S novos meios e ferramentas em seu trabalho (COSTA et al., 2002, p. 1).

Para tanto, é necessario que o professor tenha conhecimento sobre as novas
tecnologias de informacdo e comunicacdo, visando adquirir a capacidade de
reformular conhecimentos, expressar-se criativamente, utilizar essas tecnologias na

sua pratica pedagogica, além de produzir e gerar informacéo (COSTA et al., 2002).

Além disso, softwares educacionais, como o Modellus, enquadram-se no
conceito de ferramentas computacionais as quais sdo capazes de auxiliar na
construcdo do conhecimento que podem promover uma abordagem construtivista e
podem ser usadas para dar sentido ao novo conhecimento (VEIT e TEODORO,
2002).

O proximo capitulo pretende apontar a identificacdo dos significados das
acOes dos estudantes a partir de trechos das entrevistas e dos procedimentos

descritos pelos estudantes na resolucédo das questdes dos pré e pos—testes.



3 RESULTADOS E ANALISE DOS RESULTADOS

Neste capitulo serdo apresentados os aspectos abordados pelos estudantes
no desenvolvimento da resolucdo das questbes do pré e pos—teste, no que tange a
relacdo entre o conceito de derivada como inclinacdo da reta tangente e como taxa
instantanea de variagdo com os tipos de representacdo utilizados durante o

experimento, por meio do software de simulacdo Modellus.

A seguir serdo descritos, na forma de quadros, os procedimentos utilizados
pelos estudantes no desenvolvimento das questbes dos pré e pos-testes

relacionadas as situacdes que envolvem a area da Matematica e a area da Fisica.

A partir desses dados e das entrevistas pretende-se retratar as perspectivas
dos estudantes que apontam evidéncias da influéncia dos diferentes tipos de
representacdo abordados com o software de simulagdo Modellus na

conceitualizacéo de derivada.
Dessa forma, estabeleci os seguintes critérios de analise:

Analisar individualmente o quadro de procedimentos de cada aluno

para cada questéao;

Inferir ou identificar possiveis conceitos-em-acao e teoremas-em-acao

envolvidos nos procedimentos e nas entrevistas;

Apontar os tipos e a frequéncia de uso das diferentes representacdes

utilizadas na resolugao das questdes;

Comparar os esquemas desenvolvidos nas questdes do pré em
relacdo aos esquemas do pos-teste a fim de identificar possiveis

rupturas e ampliacdo do campo conceitual da derivada;
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3.1 SITUACOES — PROBLEMA RELACIONADO A AREA DA MATEMATICA

As questbes 1 e 4 do pré—teste e as questdes 3, 4 e 5 do pos—teste estdo
relacionadas as situacdes—problema da &rea da Matemética, ja relacionadas e
justificadas no capitulo anterior. Para resolver essas questbes deve-se ter o

conhecimento da interpretacdo geométrica do conceito de derivada.

3.1.1 Estudante A.F.

Os quadros abaixo mostram as questdes e os procedimentos usados pelo
estudante A.F. no desenvolvimento das questbes semelhantes do pré e do pos-

teste.

Questado 1 do pré—teste:

Ache a equacio da reta tangente a funcdo f(x)=2x-x* no ponto P(— 2, f(— 2)) e

verifique se a reta tangente é crescente ou decrescente, justificando sua resposta.

Procedimentos do estudante A.F.

Encontrou o valor de y substituindo o valor de x na fungédo f(x) = 2x - x?;

Identificou que o numero 2, coeficiente do primeiro termo da funcéo

f (x) = 2x—x°, era o coeficiente angular da reta;

Substituiu o valor de y encontrado e o valor de x dado na expressao y=ax+b para

calcular o valor do coeficiente linear da equacéo da reta;

Montou a equacao da reta.

Na resolucdo da questdo 1 do pré—teste, A.F. tem como conceito-em-acao

que o coeficiente angular representa o coeficiente do termo cuja variavel da parte
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literal apresenta expoente igual a um, independente do grau da funcéo. Nesse caso,
ele ndo estd associando o conceito de derivada como sendo a inclinagdo da reta
tangente a fungcdo em um determinado valor de x. Por enquanto, o estudante esta

utilizando a representacéo algébrica para resolucdo da situacao-problema proposta.

Questao 3 do pbés—teste:

Para quais valores de x a reta tangente a fungdo f(x)=2x-x*é crescente e

decrescente?

Procedimentos do estudante A.F.

« Derivou a funcéo f(x) =2x-x?;
* Resolveu a equacao f'(x) =0;

* Fez o estudo dos sinais da f’(x)e o grafico da funcdo no mesmo sistema de

eixos;

 Identificou corretamente que os intervalos quando f’(x) >0 a reta tangente seria

crescente e quando f’(x) <0 a reta tangente seria decrescente.

Ja na resolucdo da questdo 3 do pos—teste, conforme os procedimentos
descritos e os comentarios a seguir, transcritos da entrevista, ele conseguiu
relacionar o conceito de derivada com inclinacdo da reta tangente, a partir da

aplicacdo do teorema-em-acdo: se f’(x)>0 a reta tangente seria crescente e

guando f’(x) <0 a reta tangente seria decrescente.

Professora: [...] Como é que vocé comecou fazendo essa questdo 3? Quando vocé
viu essa questéo, o que lembrou?

A.F.: Eu lembrei que tinha que fazer a derivada.
Professora: Por qué?

A.F.: Pra achar a [...] inclinacdo. Depois eu fiz [...] O ponto em que ia cortar.
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Além disso, também se pode observar, com os comentarios abaixo, que a
aula de laboratorio o auxiliou na resolucdo desta questdo e na relacdo entre
derivada e inclinacdo da reta tangente a partir das representacfes grafica e
algébrica.

Professora: Se a derivada é zero, como é que seria a inclina¢do da reta tangente?
A.F.: Alinclinacéo seria paralela ao eixo x.

Professora: [...] E isso aqui teve alguma relacdo ou ndo com o computador, na aula
de laborat6rio?

A.F.: Na hora de fazer o teste? E encontrar ali [...] quando aparecer o triangulo ali.
Quando chega ao final da tabela era o valor zero.

Nesses comentarios, fica claro que quando o estudante menciona a palavra
“triangulo” ele relaciona e utiliza a representacdo grafica oferecido pelo software.
Visto que durante o movimento da reta tangente a funcao, o software Modellus se
utiliza de um triangulo retangulo no auxilio da visualizacdo da inclinacdo da reta
tangente. Assim, do pré ao pos-teste, o estudante passa a utilizar de forma mais

consistente a representacao grafica tal qual utilizada no Modellus.

=101 x|
- ENE[ES

Horizontal
i

Ajustar

Figura 05 : Mostra o tipo de representagédo grafica
Fonte : Software Modellus
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O aprendizado da derivada, como a inclinagdo da reta tangente a funcéo em
um dado valor de x, pelo aluno A.F. pode ser observado na coeréncia e clareza dos
procedimentos utilizados pelo estudante na resolucdo da questdo 3 do pos-teste, em
gue mostra que o teorema-em-acao utilizado é valido. Essa coeréncia também pode
ser observada na interpretacdo oferecida pelo estudante quando questionado a
respeito de qual seria o valor da inclinacdo da reta tangente no momento em que X

for igual a 1, conforme o trecho da entrevista citado abaixo.

Professora: [...] Quando vocé viu essa questdo (questdo 3 do pds—teste), o que vocé
lembrou?

A.F.: Eu lembrei que tinha que fazer a derivada.

Professora: Por qué?

A.F.: Pra achar a [...] inclinacdo. Depois eu fiz [...] O ponto em que ia cortar.
Professora: E esse ponto que corta aqui o x. Qual é o valor da inclinacéo?
A.F.: Teria que substituir aqui na derivada.

Apesar de o aluno conseguir interpretar a derivada como a inclinagao da reta
tangente a funcdo em um dado valor de X, ele ainda € incapaz de aplicar a

propriedade transitiva adequadamente em se f'(x)=-2x+2 e f’(x)=0 entdo

-2x+2=0 logo x=1. Isto fica claro na justificativa oferecida pelo aluno no diadlogo
acima, quando questionado a respeito de qual seria o valor da inclinagdo da reta
tangente se x for igual a 1. Dessa forma, ao ser questionado sobre o célculo da
derivada, quando ndo esta na presenca do software, o estudante utiliza a
representacdo algébrica, tal qual durante o pré-teste.

Esse dialogo também pode mostrar que, apesar da dificuldade de
reversibilidade, o inicio das organizacdes em nivel espaco-temporal e causal, &
construido pelo estudante, pois nesse momento ele esta diferenciando o significante

do significado.

Questao 4 do pré—teste:

Associe a funcéo representada graficamente, no primeiro quadro, com o gréfico (a)
ou (b) de sua respectiva fungéo derivada.
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y =3 (@) (b)

Procedimentos do estudante A.F.

» Selecionou, incorretamente, o item (a).

Para resolver a questdo 4 do prée—teste, o aluno marcou aleatoriamente
qualquer item apenas para nao deixar em branco a questdo, sabendo que tinha 50%
de chance de acerta-la, essa informacdo foi coletada do estudante durante a
corregdo do instrumento em sala de aula. Com isso, pode-se verificar que ele néo
apresentava conhecimento algum referente a representacdo grafica da derivada ou
seja, nenhuma invariante operatoria é passivel de identificagcdo, nem mesmo o uso

de alguma forma de representagao.

Questao 4 do pbés—teste:

Esboce o grafico de uma funcédo f paraaqual f()=-1, f'@=0,f'(X) <0 se x<1

e f'(x) >0 se x>1.

Procedimentos do estudante A.F.

* Marcou o ponto (1, -1) no plano cartesiano;
» Tracou uma reta paralela ao eixo x passando pelo ponto (1, -1);
» Circulou a sentenca f'(x)<0 se x<1 e f(xX)>0 se x>1, do enunciado, e

escreveu sob elas “y”;

« Tracou uma curva crescente com concavidade para cima para valores de X
maiores que 1;

e Tragou uma curva crescente com concavidade para baixo para valores de X

menores que 1.
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J& na questdo 4 do poOs—teste, ele mostra o conceito-em-acdo de que a
derivada representa geometricamente a inclinacdo da reta tangente ao gréfico de
f(x) = y em x apenas quando representou uma reta paralela ao eixo x passando pelo
ponto (1, -1). Assim, nota-se que o estudante relaciona e utiliza a representacao
algébrica de coordenada cartesiana a respectiva representacao grafica de ponto.

Porém, ao tragar as outras partes da funcédo, ele confunde a notagéo f"(x)

com os valores que y poderia assumir para cada intervalo de X, isso pode ser
verificado tanto nos procedimentos descritos acima, na coluna do meio, quanto no

dialogo a seguir.

Professora: Como é que deveria estar a funcéao?
A.F.: A funcdo deveria estar cOncava para cima descendo até o ponto 1.

Professora: E o0 que te fez marcar aqui embaixo? Eu vou te dizer o que eu pensei
que vocé pensou. Vocé me confirma ou ndo. Eu achei que vocé pensou que como era
negativo, tinha que botar valores para baixo.

A.F.: Sim, foi. Eu confundi a derivada com o valor de y.

Professora: Porque assim [...] Olhando essa questdo agora, eu verifico que vocé
marcou certinho o ponto (1, -1). Mas esse pedaco aqui vocé fez s6 porque estava positivo. E
esse aqui tu fez porque estava negativo. Nao pensou na inclinacdo das retas tangentes.

A.F.: E[...] foi.

Com isso, pode-se inferir que o teorema-em-acdo utilizado por A.F. na
resolucdo de parte desta questdo € que a funcdo derivada tem o mesmo
comportamento da prépria fungéo, para os respectivos valores de x. Ainda pode-se
observar que a definicdo de derivada € aplicada corretamente somente quando o
enunciado refere-se a valores numéricos, porém quando o enunciado envolve outros

simbolos, a mesma nao € aplicada corretamente.

Porém a interpretacdo da representacdo algébrica para a representacao
grafica ainda estad limitada, conforme a resolucdo da questdo 4 do poOs-—teste

apresentada pelo aluno.

Questao 5 do pbés—teste:

Esboce o gréafico da funcéo derivada do gréafico abaixo:
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Procedimentos do estudante A.F.

» Para valores de x entre 0 e 1 foi tragcada uma curva com concavidade para cima,
iniciando em y=1 e terminando em y =0;
» Para valores de x entre 1 e 1,5 foi tracada uma curva com concavidade para
cima, iniciando em y=0 e terminando em y = 0,5;
» Para valores de x entre 1,5 e 2,5 foi tracada uma curva com concavidade para
baixo, iniciando em y=0,5, em x=2 y=1, e terminando em y =0;
» Para valores de x entre 2,5 e 3 foi tracada uma curva com concavidade para
cima, iniciando em y=0,5 e terminando em y =0.
» Para valores de x entre 3 e 4 foi tracada uma curva com concavidade para cima,

iniciando em y=0 e terminando em y =1

Para resolver a questdo 5 do pos-teste, o estudante apenas aplicou a
interpretacdo de que se o angulo das retas tangentes aumentam, entdo a derivada
aumenta e se o angulo das retas tangentes diminuem, entdo a derivada diminui.
Assim, ele aplica o seguinte teorema-em-acao: inclinacdo da reta tangente a uma
funcdo em um determinado valor de x € diretamente proporcional ao comportamento
da funcdo derivada para estes valores de X. Isso pode ser observado nos
procedimentos descritos utilizados por ele na resolucdo dessa questdo,

principalmente nos segundo e terceiro itens.

Para os valores de x entre 1 e 2 as retas tangentes a fungdo séo
decrescentes e 0 angulo de inclinacao delas esta aumentando, portanto, o grafico da
funcdo deveria estar abaixo do eixo das abscissas com concavidade para cima.
Entretanto, o estudante tracou a funcdo derivada entre 1 e 2 como uma fungao
acima do eixo das abscissas, com a concavidade para cima no intervalo [1, 1.5]

aproximadamente e concavidade para baixo no intervalo [1.5, 2].
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Para os valores de x entre 2 e 3 as retas tangentes a funcdo sao
decrescentes e o angulo de inclinacdo delas esta diminuindo, portanto, o gréafico da
funcdo deveria estar abaixo do eixo das abscissas com concavidade para cima.
Entretanto, o estudante tracou a funcdo derivada entre 2 e 3 como uma funcéo
acima do eixo das abscissas, com a concavidade para baixo no intervalo [2, 2.5],
aproximadamente, e concavidade para baixo no intervalo [2.5, 3].

Durante a entrevista foi possivel verificar que o aluno retificou a resolucao

dessa questao, a partir dos seguintes comentarios:

Professora: Mas agora vai dar um problema. O que esta acontecendo entre 2 e 3? O
que vai acontecer com as retas tangentes a funcéo de 2 até 3?

A.F.: A funcao esta decrescente, s6 que vai se aproximando do zero.
Professora: O que vai se aproximando do zero?

A.F.: A derivada.

Professora: E como vai ficar o teu grafico?

A.F.: Ela[...] do 2 até 0 3 comecgava a crescer até o zero.
Professora: Isso ai.

A.F.: Ta! Dai depois do 3 é uma reta crescente [...] aumenta.
Professora: Beleza. 1sso lembrou vocé da aula de laboratério?

A.F.. E.

Professora: Qual parte?

A.F.: Eu lembrei da aula do laboratério a parte que as retas crescentes ficavam pra
cima.

Para resolver esta questdo, sdo duas as informacdes que o estudante tem
que representar ao esbocar o grafico de uma funcao derivada a partir do grafico da
funcdo, porém, o aluno A.F. conseguiu lidar parcialmente com essas duas

informacdes.

Além disso, ele se apropriou mais da representacao grafica e da idealizacdo
do real do que as representacdes algébrica e numérica para desenvolver as

situacdes-problema relacionadas a area da Matematica.
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3.1.2 Estudante D.A.

Os quadros abaixo mostram as questdes e os procedimentos usados pelo
estudante D.A. no desenvolvimento das questdes semelhantes do pré e do pés-
teste.

Questado 1 do pré—teste:

Ache a equacio da reta tangente a funcdo f(x)=2x-x> no ponto P(— 2, f(— 2)) e

verifique se a reta tangente é crescente ou decrescente, justificando sua resposta.

Procedimentos do estudante D.A.

» Derivou, corretamente, a funcao.

Na resolucdo da questdo 1 do pré—teste, ele apenas encontrou a derivada da

funcdo porque era o contetdo que estava sendo abordado na respectiva avaliacao.

Neste caso, 0 estudante n&o apresentou nenhum conceito-em-acao
relacionado a interpretacdo grafica da derivada envolvido em tal situacdo-problema,
consequentemente ndo se pode inferir nenhum teorema-em-acao, visto que 0s

conceitos-em-acgdo sdo parte integrante dos teoremas-em-acao.

Questao 3 do pbés—teste:

Para quais valores de x a reta tangente a fungdo f(x)=2x-x*é crescente e

decrescente?

Procedimentos do estudante D.A.

+ Derivou a fungédo f(x)=2x-x?;
* Resolveu a equacéo f'(x) =0;
* Fez o estudo dos sinais da " (X);
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 ldentificou corretamente que os intervalos quando f’(x) >0 a reta tangente seria
crescente e quando f’(x) <0 a reta tangente seria decrescente.

J& na resolugcdo da questdo 3 do pds—teste, o estudante utilizou o teorema-
em-acdo: se f'(x)>0, entdo a reta tangente € crescente e, se f'(x)<0, entdo a reta €
decrescente. O estudante conseguiu relacionar a definicho de derivada com
velocidade e inclinagdo da reta tangente, o que pode ser observado com os

seguintes comentarios transcritos da entrevista:

Professora: Por que vocé derivou?

D.A.: Pra achar o ponto onde inverte, ndo é?

Professora: Inverte o qué?

D.A.: O sentido.

Professora: Mas ai vocé esta trabalhando com a velocidade?

D.A.: Nao, N&o [...] Pra saber em que ponto ela € crescente e em que ponto ela é
decrescente.

Professora: Mas por que vocé derivou para saber isso? Precisava derivar?
D.A.: Precisava.

Professora: Por qué?

D.A.: Por qué? Para achar a reta tangente tem que derivar!

Professora: Mas qual a relacdo que tem entre a derivada e a reta tangente que esta
nessa questao? Como vocé vé isso ai?

D.A.: Nao sao iguais?

No trecho descrito acima, é nitida a associacao realizada pelo aluno entre os
dois diferentes tipos de representacdo trabalhados na aula de laboratério: a
“idealizacdo do real”, ou seja, a simulacdo do fenbmeno e a “representacdo grafica”.
Ao fornecer a razéo pela qual foi efetuada a derivada, o aluno responde “Pra achar o
ponto onde inverte, ndo €?”, isto mostra a utilizacado da representacdo “idealizacéo
do real”, pois o aluno D.A. recorda 0 movimento do caminh&o, na janela Animagé&o
do software Modellus, na atividade de um MRUV. Ja a utilizacado da representacéo
gréafica é verificada pelos conceitos-em-ac¢ao: crescente e decrescente, utilizado pelo
aluno ao justificar a referéncia a velocidade, quando traz a memaria 0 movimento da

reta tangente a funcdo que descreve a atividade do MRUV.
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Pode-se observar também com os trechos da entrevista que o estudante nao
consegue distinguir entre as duas interpretacdes do conceito de derivada. Fato este
observado em sua resposta, ao ser questionado sobre a relacdo entre a derivada e a
reta tangente. Dessa forma, o aluno D.A. constitui 0 conceito-em-acédo: derivada &
igual a reta tangente, sendo esta informagao equivocada, uma vez que o aluno
confunde reta tangente com coeficiente angular. Esta analise pode ser ratificada no

seguinte dialogo:

Professora: Ta. Uma reta para ser crescente ou decrescente depende do qué?
D.A.: Da reta tangente!

Professora: Uma reta, ela tem [...] eu sei se ela é crescente ou decrescente. O que
me diz se eu tenho que desenhar ela assim (/) ou assim (\)?

D.A.: A derivada.
Professora: O que a derivada me fornece?

D.A.: A derivada né&o € igual a reta tangente?

O aluno D.A. atribui o conceito de inclinacao da reta tangente a uma fungao
com o de reta tangente, porém ele consegue interpretar o significado da igualdade
na expressédo f’(x) =-2x+2, ou seja, ele é capaz de aplicar a propriedade transitiva
e de reversibilidade, pois quando lhe é questionado como seria a reta tangente a
funcdo quando x for igual a 1, ele responde “a reta tangente vai ser paralela ao eixo

X", isso pode ser observado nos comentarios a seguir.

Professora: Como é que a reta tangente em x=17? [...].

D.A.: No 1 a reta tangente vai ser paralela ao eixo x.

Esse aparente equivoco mostra um conhecimento implicito, pois ele interpreta
corretamente a situacdo, apesar de estar utilizando inadequadamente o0s

significantes.

Sendo assim, a representacdo grafica mostra-se fortemente imbricada na
confusdo que o aluno D.A. faz entre velocidade e reta tangente e de derivada com
coeficiente angular, principalmente nos procedimentos utilizados para resolver a

questao 3 do pos—teste.
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Questao 4 do pré—teste:

Associe a funcéo representada graficamente, no primeiro quadro, com o grafico (a)

ou (b) de sua respectiva funcéo derivada.

y = () (@) (b)

Procedimentos do estudante D.A.

* Marcou dois pontos na funcado: x;, representando os valores de x menores que

zero, e Xp representando os valores de x maiores que zero;

» Selecionou, corretamente, o item (b).

Para resolver a questdo 4 do pré—teste, o aluno utilizou o conceito-em-agéo
de que a derivada de uma funcao pode ser interpretada como uma funcao cujo valor
em X é a inclinacdo da reta tangente ao gréfico de f(x) =y em x, fato este observado
na marcacao realizada por ele dos pontos X; e X, no grafico da funcéo, mostrando

dessa forma o uso da representacéo gréfica.

Questao 4 do pbés—teste:

Esboce o grafico de uma funcédo f paraaqual f()=-1, f'@ =0, f'(x) <0 se x<1

e f'(x) >0 se x>1.

Procedimentos do estudante D.A.

* Marcou o ponto (1, -1) no plano cartesiano;

« Escreveu:
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e f'X)<0=- if x<1;
e f'(x)>0=+ if x>1,;

» Tragou uma reta que passa pelo pontos (1, 0) e (O, -1).

Ja na resolucdo da questdo 4 do pods—teste, o estudante encontrou
dificuldades para interpretar a representacdo algébrica contida no enunciado da

mesma. Ele confundiu a notacdo f(x) com os valores que y poderia assumir para

cada intervalo de x. Assumindo como teorema-em-acao de que a funcdo derivada

tem o0 mesmo comportamento da propria funcdo, para os mesmos valores de X.

Isso pode ser identificado no esquema expresso na resolugéao da prova, pelas
expressbes “f'(x)<0=- if x<le f'(xX)>0=+ if x>1, notracado da reta que

passa pelos pontos (1,0) e (0,-1) e pelo diadlogo a seguir:

Professora: f'(1)= 0, o que quer dizer isso?
D.A.: Quer dizer que na posicdo dox =1y € 0.
Professora: y é 0. Nao € a derivada aqui?

D.A.: E, na posicdo 1 a reta vai ser paralela ao eixo x. Quer dizer que antes de [...] X
guando for menos que zero, ele é decrescente.

Professora: Quando x for menor que 1, ndo é? O que € menor que 0?
D.A.: A derivada.

Professora: O que representa a derivada?

D.A.: O sinal.

Professora: De quem?

D.A.: Do x, né? Do angulo.

Observa-se que o aluno utiliza representacdo grafica trabalhada no software
guando comenta “Do angulo”, porém confunde o valor de derivada, como inclinagcéo

da reta tangente a um valor especifico de x, com valor de x quando fala “Do x, né?”
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Questao 5 do pbés—teste:

Esboce o gréfico da fungéo derivada do grafico abaixo:

N

Procedimentos do estudante D.A.

Para valores de x entre 0 e 1 foi tracada uma curva com concavidade para baixo,

iniciando em um valor de y>0 e terminando em y =0;

» Para valores de x entre 1 e 2 foi tragcada uma curva com concavidade para cima,

iniciando em y=0 e terminando em um valor de y <0;

» Para valores de x entre 2 e 3 foi tragcada uma curva com concavidade para cima,

iniciando no valor anterior de y e terminando em y =0;

» Para valores de x entre 3 e 4 foi tracada uma curva com concavidade para baixo,

iniciando em y=0 e terminando em y = 1.

O aluno D.A. conseguiu trabalhar com os dois adjetivos vinculados ao
conceito de derivada necessarios para resolver esta questdo. Ele utilizou um

conjunto de teoremas-em-acao que podem ser descritos como:

e se 0 angulo das retas tangentes diminuem e se elas séo crescentes, entao

a derivada diminuiu e a funcéo é desenhada para valores positivos;

e se 0 angulo das retas tangentes aumentam e se elas sado decrescentes,
entdo a derivada aumenta, em modulo, e a funcdo é desenhada para valores

negativos;

* se 0 angulo das retas tangentes diminuem e se elas sdo decrescentes,
entdo a derivada diminui, em modulo, e a funcdo é desenhada para valores

negativos;

e se 0 angulo das retas tangentes aumentam e se elas sdo crescentes,

entdo a derivada aumenta e a funcéo é desenhada para valores positivos.
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Isto pode ser observado nos procedimentos descritos na tabela acima
utilizados por ele na resolucédo dessa questédo. Esta clareza de interpretacdo também

pode ser notada na entrevista:

Professora: E essa questdo aqui (questdo 5 do pos-teste)?

D.A.: Essa eu me lembrei da aula de laboratério quando vocé fez no quadro branco
alguns exemplos.

Professora: Como vocé pensou para resolver isso ai?

D.A.: Em x=1 e x=3 esta dizendo que a reta tangente aqui é 0, né? Entdo eu botei
aqui 0, ai eu tenho que cruzar ali (desenhou com o dedo uma curva interceptando em x=1 e
x=3).

Professora: Mas podia cruzar assim também?

D.A.: Podia. Depois que o angulo aqui € maior do que este daqui e ai como o angulo
€ maior, deduzi que no 2 seria um ponto minimo.

Ainda pode-se verificar 0 uso da representacdo grafica utilizada na aula de

laboratorio por meio do software Modellus.

3.1.3 Estudante G.E.

Os quadros abaixo mostram as questdes e os procedimentos usados pelo
estudante G.E. no desenvolvimento das questbes semelhantes do pré e do pés-

teste.

Questado 1 do pré—teste:

Ache a equacéo da reta tangente & fungdo f(x)=2x-x* no ponto P(-2 f(-2)) e

verifique se a reta tangente é crescente ou decrescente, justificando sua resposta.

Procedimentos do estudante G.E.
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* Derivou incorretamente a funcdo, expressando a funcdo derivada por
f(x) =3x"-2;
* Encontrou o valor de y substituindo o valor de x na fungéo derivada encontrada;

 Identificou que o numero 3, coeficiente do termo da funcéo derivada encontrada,

como o coeficiente angular da reta;

» Substituiu o valor de y encontrado e o valor de x dado na equacao y=ax+b para

calcular o valor do coeficiente linear da reta;

* Montou a equacéo reduzida da reta.

De acordo com os procedimentos da resolucdo da questdo 1 do pré—teste,
descritos na tabela acima, pode-se observar que o estudante tem como conceito-
em-acdo que o coeficiente angular de uma reta representa o coeficiente do termo,
da funcéo derivada encontrada, com parte literal, isso pode ser devido a associacéo
feita com a equacao reduzida da reta (y=ax+b). Com isso, fica evidente que ele nao
aplica o conceito de derivada como sendo a inclinagdo da reta tangente a funcao em
um determinado valor de x. O tipo de representacdo utilizado pelo estudante € a

algébrica.

Continuando a analise dos procedimentos da resolucédo desta questédo, nota-
se que o aluno conhece o0s passos que devem ser seguidos para montar uma
equacdo de reta, porém emprega-os incorretamente. Por exemplo, G.E. sabe que
precisa calcular o valor de f(-2) mas calcula o valor de f'(-2), demonstrando com isso
qgue o aluno ndo tem nocao da diferenca desses conceitos e da diferenca entre as

notacbes f(x) e f'(x). O que corrobora com isto é o fato dele ter expressado a

funcio derivada como sendo f(x) =3x*-2.
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Questao 3 do pbés—teste:

Para quais valores de x a reta tangente a fungdo f(x)=2x-x*é crescente e

decrescente?

Procedimentos do estudante G.E.

Derivou, corretamente, a fungdo f(x) =2x—x*;

Resolveu a equacao f'(x) =0;

Fez o estudo dos sinais da f'(x);

Identificou os intervalos quando f’(X)>0 a reta tangente seria crescente e

guando f’(x) <0 a reta tangente seria decrescente.

A partir dos procedimentos descritos acima, € possivel representar 0s
esquemas utilizados pelo estudante e identificar os teoremas-em-acdo: quando

f'(x) >0, a reta tangente seria crescente e quando f’(x) <0, a reta tangente seria

decrescente. Apesar disso, o0 aluno G.E. consegue relacionar parcialmente a
interpretacdo de derivada com a inclinacdo de reta, pois ele confunde a
representacdo grafica da funcdo derivada com a representacdo gréfica de uma reta,
provavelmente devido a funcéo derivada resultar em uma funcgao linear. Isso pode
ser observado nos procedimentos usados e nos seguintes comentarios da

entrevista:

Professora: No teste 1 é pedida a equacgéo da reta tangente e no teste 2 ele pede
para quais valores de x a reta tangente é crescente e decrescente. Por que tu derivou e
igualou a zero aqui no teste 27?

G.E.: Pra achar esse valor, o 1.
Professora: O que esse valor representa?

G.E.: E onde a reta tangente passa, corta?
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Fica claro que, para o estudante, o uso da representacdo grafica trabalhada
no software ainda ndo tem a funcéo de auxiliar na compreensao da interpretacédo da
derivada como inclinacéo da reta tangente. Isso pode ser verificado nos comentarios
da entrevista em que se observa o uso adequado da representacdo algébrica sem
gue o aluno possa justificar esse conhecimento verbalmente por meio da

representacédo gréfica..

Questao 4 do pré—teste:

Associe a funcéo representada graficamente, no primeiro quadro, com o gréfico (a)

ou (b) de sua respectiva fungao derivada.

y = f(x) @) (b)

Procedimentos do estudante G.E.

» Selecionou, corretamente, o item (b).

Para resolver a questdo 4 do pré—teste, o aluno marcou aleatoriamente
gualquer item apenas para nao deixar em branco a questao, sabendo que tinha 50%

de chance de acertar a questao.

Essa informacao foi coletada do estudante durante a correcdo do instrumento
em sala de aula. Com isso, pode-se verificar que ele ndo apresentava conhecimento
algum referente a representacdo grafica da derivada, ou seja, nenhuma invariante
operatoria € passivel de identificacdo, nem mesmo o uso de alguma forma de

representacgao.
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Questao 4 do pbés—teste:

Esboce o grafico de uma funcdo f paraaqual f)=-1, f'@0) =0, f'(x) <0 se x<1

e f'(x)>0 se x>1.

Procedimentos do estudante G.E.

* Marcou o ponto (1, -1) no plano cartesiano;

» Tracou uma reta paralela ao eixo x, passando pelo ponto (1, -1);

N

e .
fg<t  F9>1

e Escreveu:

« Tragcou uma curva crescente com concavidade para cima para valores de X

maiores que 1;

 Tragou uma curva crescente com concavidade para baixo para valores de x

menores que 1.

Ja na questdo 4 do pos—teste, ele mostra o conceito-em-acdo de que a
derivada representa geometricamente a inclinacdo da reta tangente ao grafico de
f(x) = y em x apenas quando representou uma reta paralela ao eixo x passando pelo
ponto (1, -1). Nota-se que o estudante relaciona e utiliza a representagéo algébrica
de coordenada cartesiana a respectiva representacao grafica de ponto. Ao desenhar

uma reta decrescente junto a expressao “ f’(x) <1” e uma reta crescente junto a
expressdo ” f'(x) >1" pode-se inferir o0 conceito-em-acao: simbolo de desigualdade

“<” relaciona-se com reta decrescente e o contrario também é verdadeiro., simbolo
de desigualdade “>" relaciona-se com a reta crescente. Com isso, pode-se verificar
que a interpretacdo da derivada como inclinacdo da reta tangente, através do uso de
representacao algébrica, ndo esta construido, uma vez que ele reconhece apenas o
simbolo de desigualdade como meio para se inferir o sinal da funcdo derivada. Isso

também pode ser observado na entrevista:



Professora: Como vocé resolveu a questdo 4 do teste 2?
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G.E.: Conforme os dados que foram passados na questdo, onde x valeria 1 e y -1 eu
tracejei ali no proprio gréafico e achei onde seria 0 ponto que a reta passaria. Que seria a reta

tangente limite dos dois.

Professora: Por que tu esbocou uma curva com a concavidade pra cima depois

desse ponto (1, -1) e também antes desse ponto?

G.E.: Porque aqui (apontou para a expressdo f’(x) >0 se x>1) x é maior que zero

e depois seria o contrario.

Professora: A primeira derivada € maior que zero se x é maior que 1. Entéo, la no

gréfico, nés vamos ter o qué?

G.E.: Um reta a partir do ponto 1 pra cima, crescente.

Questao 5 do pbés—teste:

Esboce o gréfico da fungéo derivada do grafico abaixo:

Procedimentos do estudante G.E.

» Fez varias retas tangentes a funcéao nos intervalos [0,1], [1, 2], [2, 3] e [3, 4];

« No intervalo [2,3] construiu triangulos retangulos cuja hipotenusa representa um

segmento de reta tangente a funcéo;

» Para valores de x entre 0 e 1 foi tracada uma reta, iniciando em y=1 e terminando
emy =0;

» Para valores de x entre 1 e 2 foi tracada uma reta, iniciando em y=0 e terminando
emy=-1;

* Para valores de x entre 2 e 3 foi tragada uma reta, iniciando em y= -1 e

terminando em y = 0;

» Para valores de x entre 3 e 4 foi tracada uma reta, iniciando em y=0 e terminando

emy =1.
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De acordo com a descricdo dos procedimentos que o estudante G.E. usou
para resolver a questdo 5 do pos—teste, ele baseou-se na representacao gréafica que
o software de simulag&o oferecia, pois a variagdo da inclinagéo das retas tangentes
a funcdo a partir do deslocamento de um segmento de reta tangente ao longo da
fungcdo eram claramente identificadas com a mudanga na forma dos triangulos
retangulos, visto que o0 segmento da reta tangente estava sendo representado pela

hipotenusa do triangulo retangulo.

Pode-se inferir os mesmos teoremas-em-acao utilizados pelo aluno D.A. na

resolucao dessa questao.

3.1.4 Estudante M.P.

Os quadros abaixo mostram as questdes e os procedimentos usados pelo
estudante M.P. no desenvolvimento das questdes semelhantes do pré e do pos-

teste.

Questado 1 do pré—teste:

Ache a equacéo da reta tangente & fungdo f(x)=2x-x* no ponto P(-2 f(-2)) e

verifiqgue se a reta tangente € crescente ou decrescente, justificando sua resposta.

Procedimentos do estudante M.P.

* ldentificou o valor de x no enunciado, escrevendo “x - —2”;
» Calculou, corretamente, o valor de y;

* ldentificou o coeficiente angular, como sendo a derivada da funcdo quando x =

-2, escrevendo “a - f'(x)”;

» Calculou o valor do coeficiente angular substituindo os valores de y, x e a, na

equacao reduzida da reta.
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* Montou a equacéao reduzida da reta;

Na resolugdo da questdo 1 do pré—teste, o estudante apenas aplicou o0s
procedimentos de acordo com os que foram trabalhados em sala de aula para
resolver exercicios semelhantes a esse. O aluno M.P. utiliza como teorema-em-

acao a relacdo matematica “a - f°(x)”.

Mas, 0 que chama a atencdo, nas expressées matematicas escritas, é para o
fato de ele representar o simbolo de igualdade pelo simbolo da condicional, isso
pode identificar uma incerteza naquilo que esta explicitando. Outra razédo para isso
pode ser devido ao fato de que o aluno pertence ao curso de Sistemas de
Informacdo em que nas disciplinas de algoritmos o simbolo — € tratado como

“recebe”.

Nesta questdo M.P. faz uso predominante da representacao algébrica.

Questao 3 do pbés—teste:

7z

Para quais valores de x a reta tangente a fungdo f(x)=2x-x*é crescente e

decrescente?

Procedimentos do estudante M.P.

e Escreveu “a= f(x)";

« Derivou, corretamente, a fungdo f(x) =2x—x?;
* Resolveu a equacgéo f'(x) =0;

* Fez o estudo dos sinais da f'(X);

« Identificou corretamente que os intervalos, quando f’(x) >0 a reta tangente seria

crescente e quando f’(x) <0 a reta tangente seria decrescente.
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J& na resolucdo da questdo 3 do pds—teste, o simbolo de igualdade ocupa o
lugar do simbolo da condicional apresentado na resolugdo da questdo 1 do pré-

teste.

De acordo com os procedimentos realizados e com o trecho da entrevista, o
aluno M.P. consegue expressar, algébrica e verbalmente, respectivamente, o
conceito-em-agcdo de que a derivada pode ser interpretada como a inclinacdo de

uma reta tangente a funcéo para um determinado valor de x.

Professora: Na questao 3. Essa vocé lembrou da aula de laborat6rio, ou nao?

M.P.: Essa aqui eu fiz mais pela derivada mesmo. Eu sabia que para saber se a reta
€ crescente ou decrescente, eu tenho que ver se a derivada é maior ou menor que zero.

Professora: Por que a derivada?

M.P.: Porque a reta tangente é a derivada. A inclinacdo da reta tangente. A
inclinacdo vai me dizer se ela [...] se a inclinacdo dela for para cima é porque ela é crescente
[...] positiva. Ou se ela é decrescente, negativa, menor que zero.

O aluno M.P. utiliza os teoremas-em-acgéo: se f'(x) >0, a reta tangente seria

crescente e se f’(x) <0, areta tangente seria decrescente.

Entretanto, ele ainda n&o relaciona os procedimentos utilizados com essa
maneira de interpretar o conceito de derivada e ndo tem o dominio do significado da
igualdade numa equacéo, isso pode ser observado no didlogo a seguir, mostrando

assim apenas a reproducédo de um conhecimento.

Professora: E a reta tangente no valor de x=1, como € que vai ser?
M.P.: A reta tangente?
Professora: E! A reta tangente a fungéo em x=1.

M.P.: Ela é assim (faz um gesto com a mao, inclinando-a em relacdo ao chdo num
angulo menor que 909 crescente.

Depois da retomada na resolucdo dessa questdo 3, relacionando o0s
resultados do estudo dos sinais da funcdo derivada com o coeficiente angular de
uma reta e com 0s seguintes comentarios, ficou mais claro que M.P. resolveu

mecanicamente a questao.
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Professora: [...] e no 1, como é que vai ser a reta tangente?
M.P.: Zero, com inclinag&o horizontal.

Professora: Certo. Antes vocé conseguia ver isso?

M.P.: Nao!

Professora: O que vocé pensava antes que eu ndo entendi.

M.P.: [...] foi s6 pela regra dos sinais e deu! Aqui eu ndo enxerguei, ndo visualizei
ISSO.

Conforme didlogo acima, pode-se verificar também neste estudante que o uso
das representacdes algébrica e grafica ndo estdo sendo complementares na

resolucao da situacao-problema.

Questao 4 do pré—teste:

Associe a funcéo representada graficamente, no primeiro quadro, com o grafico (a)

ou (b) de sua respectiva funcéo derivada.

y = f(X) (a) (b)

Procedimentos do estudante M.P.

» Selecionou, corretamente, o item (b).

Para resolver a questdo 4 do pré—teste, o aluno marcou aleatoriamente
qualquer item apenas para nao deixar em branco a questdao. Sabendo que tinha 50%
de chance de acertar a questédo, essa informacao foi coletada do estudante durante
a correcao do instrumento em sala de aula. Com isso, pode-se verificar que ele n&o
apresentava conhecimento algum referente a representacdo grafica da derivada, ou
seja, nenhuma invariante operatoria é passivel de identificacdo, nem mesmo o uso

de alguma forma de representacao.



82

Questao 4 do pbés—teste:

Esboce o grafico de uma funcédo f paraaqual f()=-1, f'@=0,f'(X) <0 se x<1

e f'(x) >0 se x>1.

Procedimentos do estudante M.P.

* Marcou o ponto (1, -1) no plano cartesiano;
» Escreveu:

f"(1) =0 ponto critico;

f'(xX) <0 crescente para x>1;

f’(x) >0 decrescente para x<1;

» Esbocou o grafico da funcéo corretamente.

Para resolver a questdao 4 do poés—teste, o estudante utilizou o conceito-em-
acao de que a derivada de uma funcao pode ser interpretada como uma func¢ao cujo
valor em x € a inclinacdo da reta tangente ao gréfico de f(x) =y em X, isso p6de ser
observado devido aos comentarios apresentados a seguir, discutidos a respeito da

resolucao da questao:

Professora: E pra resolver a questado 4, vocé lembrou da aula de laboratério?
M.P.: Sim.
Professora: Como?

M.P.: Ali eu me lembrei da reta tangente mesmo. Quando a gente simulava no
gréfico, o risco ali (reta tangente a funcéo para um determinado valor de x) quando ela forma
0 grau. Quando ela vai fechando ou diminuindo o grau.

Professora: O pessoal tem dificuldade, eles sabem que a reta tangente aqui €
crescente mas ndo conseguem desenhar a fungdo. Como é que vocé faz isso?

M.P.: Tem que visualizar assim. Vendo que aqui [...] e simula o x embaixo (simular o
X embaixo significa fazer a reta suporte paralela ao eixo x para identificar a abertura do
angulo). Ai depois vai num ponto mais longe. Desenha outra reta tangente e simula o x de
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novo. Ai vejo que esse grau € bem maior que esse aqui embaixo. Entdo o que [...] que ela é
crescente [...] comeca grande e termina pequeno. Isso aqui eu me lembrei la do video.
Vendo a reta acompanhando a funcéo.

Professora: I1sso aqui vocé conseguia fazer antes da aula de laboratério?
M.P.: No.
Professora: Nao conseguia visualizar?

M.P.: Nao. Eu via um monte de risquinho sé. Para mim, a reta tangente era quase
igual & funcdo. Eu ndo consegui desenhar.

Esse comentario “[...] a reta tangente é quase igual a funcéo”, rememora a
representacdo gréafica de varias retas tangentes a funcédo apresentadas em sala de
aula, o que corrobora com a declaracédo de M.P., onde o estudante diz que vé a
velocidade na forma do grafico da funcdo posicdo, reforcando a idéia de um
conhecimento implicito de que o valor da inclinacdo das retas tangente a funcéo

fornecem o crescimento e o decrescimento da mesma ao longo do seu dominio.

Até este ponto tudo esta muito confuso, ainda ndo ha um discernimento da
relacdo existente entre inclinagcdo de reta tangente com velocidade. Pode-se
perceber que o aluno M.P. interpreta a derivada como a inclinagéo de reta tangente
para exercicios aplicados na area da Matematica dissociados da aplicacdo de fisica
e interpreta a derivada como taxa de variacdo instantanea para situacdo de

aplicacao de Fisica.

Questao 5 do pbés—teste:

Esboce o gréfico da fungéo derivada do grafico abaixo:

N

Procedimentos do estudante M.P.

» Para valores de x entre O e 1 foi tragcada uma curva com concavidade para cima,

iniciando em um valor de y>0 e terminando em y =0;

» Para valores de x entre 1 e 2 foi tragcada uma curva com concavidade para cima,
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iniciando em y=0 e terminando em um valor de y >0;

» Para valores de x entre 2 e 3 foi tragcada uma curva com concavidade para cima,

iniciando no valor anterior de y e terminando em y =0;

» Para valores de x entre 3 e 4 foi tragcada uma curva com concavidade para cima,

iniciando em y=0 e terminando em y>0.

Para resolver a questdo 5 do pds—teste, como ja foi comentado anteriormente,
o conceito de derivada esta relacionado com dois predicativos, um que a derivada é
interpretada como a inclinacao da reta tangente e o outro é que seu sinal depende
do tipo de reta, se a reta for crescente, a derivada serd positiva e ser for

decrescente, a derivada sera negativa.

Nessa questdo, segundo dialogo abaixo, o estudante utilizou parte destes
predicativos, levando em consideracéo apenas o valor absoluto da inclinacéo da reta
tangente. Ou seja, pode-se inferir o conceito-em-ac¢édo: a derivada é o valor absoluto

da inclinacéo da reta tangente a funcao para cada valor de x.

Professora: Mas essas retas tangentes ndo sao decrescentes do 1 até o 2?

M.P.: Sdo decrescentes, mas 0 que importa é o grau que ela esta.

Entretanto apos o aluno M.P. ser auxiliado a desenvolver a questdo 5, ele

concluiu:

M.P.: E isso que eu vejo, noy, eu vejo a inclinaco da reta tangente, o angulo, né?

Professora: T4, entdo resume pra mim, em curtas palavras, a aula de laboratério te
ajudou pra[...].

M.P.: Visualizar a inclinagdo da reta tangente, pra visualizar o que é taxa de
variacdo. Enxergar o abstrato, eu gostei.

Com isso, pode-se notar que o uso da representacdo grafica auxiliou na

melhor compreenséo da definicdo de derivada.
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3.1.5 Estudante R.M.

Os quadros abaixo mostram as questbes e os procedimentos usados pelo
estudante R.M. no desenvolvimento das questdes semelhantes do pré e do pos-

teste.

Questado 1 do pré—teste:

Ache a equacio da reta tangente a funcdo f(x)=2x-x* no ponto P(— 2, f(— 2)) e

verifique se a reta tangente é crescente ou decrescente, justificando sua resposta.

Procedimentos do estudante R.M.

+ Nao resolveu.

O aluno foi incapaz de resolver a questdo 1 do pré-teste, apenas com o0 que
foi trabalhado em sala de aula, de forma expositiva-dialogada, sendo impossivel

identificar alguma invariante operatéria.

Questao 3 do pbés—teste:

Para quais valores de x a reta tangente a fungdo f(x)=2x-x?é crescente e

decrescente?

Procedimentos do estudante R.M.

+ Derivou a fungédo f(x)=2x-x?;
* Resolveu a equacéo f'(x) =0;

» Esbocou, incorretamente, o grafico da funcéo derivada;
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* Fez o estudo dos sinais da f"(x);

* Escreveu:
“f(x) é crescente x>1;

f (X) é decrescente x<1".

Para resolver a questdo 3 do poOs—teste, o aluno R.M. utilizou os
procedimentos desenvolvidos em sala de aula para resolver questdes semelhantes a
essa, sem possuir grande dominio do que estava realizando. Fato este verificado

nos seguintes aspectos:

* 0 primeiro passo dele para resolucdo dessa questao foi derivar a funcéo e
igualar a zero. Quando isso lhe foi questionado, o aluno ndo fez mencédo de

relacionar a derivada com a inclinacdo de uma reta.

Professora: Tudo bem! E para vocéi resolver esta questao, por que vocé derivou?

R.M.: Eu derivei pra pegar o valor (x=1).

* 0 segundo passo dele foi esbocar o gréfico da funcdo derivada, mas
identificando se a funcdo derivada, que nesse caso é uma funcéo linear, seria
crescente ou decrescente pelo primeiro termo da funcdo do enunciado. Isso pode

ser verificado no trecho da entrevista:

Professora: Entdo este gréfico que vocé fez foi desta fungdo aqui, da funcéo
derivada?

R.M.: Isto.

Professora: Dai vocé viu que o nimero que esté junto do x é negativo (coeficiente do
termo da fungéo derivada)?

R.M.: N&o. Eu me baseei pelo nUmero que esta junto com o x da funcdo e ndo com o
da derivada.

Professora: Ah! Entendi!

R.M.: Eu peguei o sinal da funcéo e deveria ter pego o sinal da derivada. A derivada
muda o sinal.

Professora: Entdo vocé pegou o + 2 da funcédo?
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R.M.:Isto, pra dizer se € crescente ou decrescente.

Professora: Por que isso?

R.M.: Foi uma rateada mesmo, porque estava na frente e como era positivo [...].
Professora: E se o termo - X estivesse na frente tu teria colocado decrescente?
R.M.: Sim.

Professora: Ta.

Nesses comentarios também se pode notar que o aluno nédo relaciona a
representacdo algébrica de uma funcdo polinomial com sua representagdo grafica.
Para ele, sempre quando se deriva uma funcao, o esboc¢o da funcéo derivada é uma
reta. 1sso mostra que a primeira interpretacdo da derivada, trabalhada em sala de
aula, quanto a sua representacao da inclinacdo da reta tangente ao grafico de uma
funcdo em um determinado valor de x, ndo ficou registrado, motivo pelo qual o aluno,
ao derivar a funcdo, obteve o esbo¢co do seu grafico como uma reta, ou seja, ele
ainda néo apresenta invariantes operatorias relacionadas a interpretacdo da

derivada..

* 0 terceiro passo foi expressar algebricamente o estudo dos sinais
realizado. Apesar de ele identificar corretamente os intervalos em x de acordo com o
estudo dos sinais, R.M. fez essa interpretacdo para concluir quando a funcéo seria
crescente ou decrescente, ao invés de fazer inferéncia sobre a inclinacdo da reta
tangente. Isso pode ser observado pelas expressfées escritas no pos—teste ( f(x)é
crescente x>1 , f(x)é decrescente x<1), podendo dessa forma identificar os
teoremas-em-acgdo: a) se f'(x)> 0, entdo f(x) € crescente, b) se f'(x)< 0, entdo
f(x) € decrescente.

Entretanto, o estudante R.M. também n&o utiliza a representacdo gréfica

como complemento para auxiliar na visualizacdo da interpretacdo da derivada como

inclinacdo da reta tangente a uma funcao em determinado valor de x.
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Questao 4 do pré—teste:

Associe a funcéo representada graficamente, no primeiro quadro, com o grafico (a)

ou (b) de sua respectiva fungao derivada.

y = f(x) (a) (b)

Procedimentos do estudante R.M.

» Selecionou, incorretamente, o item (a), justificando que “tanto na fungcdo quanto

no grafico “A”, os valores de x e y em relagdo a menos infinito sdo negativos”.

Para resolver a questdo 4 do pré—teste, o aluno R.M. ndo aplica a
interpreacdo de que a derivada representa geometricamente a inclinagdo da reta
tangente ao grafico de f(x) = y em X, ele apenas identificou as semelhancas no
comportamento da funcdo ao longo do seu dominio, o que pode ser justificado pelos
comentarios escritos na avaliagdo “tanto na fungdo quanto no gréafico “ A” os valores

de x e y em relacdo a menos infinito sdo negativos”.

Questao 4 do pbés—teste:

Esboce o gréfico de uma funcdo fparaaqual f(Q)=-1 f'()=0,f'(x) <0 se x<1

e f'(x)>0 se x>1.

Procedimentos do estudante R.M.

* Acima das informac¢des do enunciado f (1) = -1 escreveu “x = - 1” e acima de

f'@=0,%=1"

» Tracou uma reta passando pelos pontos (0, -1) e (1, 0).
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J& na resolucdo da questéo 4 do pds—teste, o aluno tragou a reta que passa
pelos pontos (0, -1) e (1, 0) e de acordo com o dialogo abaixo, ele ainda nao
apresenta dominio da interpretacdo geométrica do conceito de derivada. Nenhum
esquema relacionado ao campo conceitual da derivada foi perceptivel, nem mesmo

algum tipo de representacao simbdlica.

Professora: E 0 que representa a derivada numa interpretacdo geométrica?

R.M.: N&o consigo te responder isso.

O estudante também apresenta dificuldades em interpretar as informacgdes
fornecidas pelas expressées matematicas do enunciado, visto que acima da
expressdo f(l)=-1 escreveu “x =-1", acima de f'(1) =0, “y = 1" e a partir da
expressao f (1) =-1 marcou, no plano cartesiano, os pontos (0, -1) e (1, 0). Na
entrevista, quando o aluno diz “o 1 representa um ponto e o -1 outro ponto, um no
eixo X e outro no eixo y”, fica bem clara uma ruptura, pois apesar de ele escrever
que x = -1, ele marca o ponto (1, 0). Ele ndo sabe interpretar a representacdo de
coordenada cartesiana, ndo tem o conhecimento da expresséo y = f(x) para poder
identificar corretamente um ponto. Apenas tem 0 conceito-em-acdo de que estas

expressodes do enunciado representam pontos.
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Questao 5 do pbés—teste:

Esboce o gréfico da fungéo derivada do grafico abaixo:

N

Procedimentos do estudante R.M.

» Para valores de x entre 0 e 1 foi tracada uma reta, iniciando em y=1 e terminando

emy =0;

» Para valores de x entre 1 e 2 foi tracada uma curva com concavidade para cima,

iniciando em y=0 e terminando em y =-1;

» Para valores de x entre 2 e 3 foi tracada uma curva com concavidade para cima,

iniciando em y= -1 e terminando em y =0;

» Para valores de x entre 3 e 4 foi tracada uma reta, iniciando em y=0 e terminando

emy =1.

Para resolver a questdo 5 do pos—teste, a professora auxiliou R.M., durante a
avaliacdo, fornecendo a informacdo de que ele deveria proceder marcando no
grafico ao lado o comportamento do coeficiente angular das retas tangentes a
funcdo em cada um dos intervalos [0, 1], [1, 2], [2, 3] e [3, 4] e, que Se as retas sao

crescentes, o valor da derivada deve estar acima do eixo X.

Apds esses comentarios, 0 aluno escreveu na avaliacdo: “do O até o 1 coef.
ang. cresc. Entdo a derivada deve estar acima do x; do 1 até o 3, coef. ang.
decresc.; do 3 até o 4, coef. ang. cresc.”. Com isso pode-se inferir 0 teorema-em-
acdo: se a reta tangente a funcdo em determinado valor de x é crescente, entdo a

derivada tem valor poisitivo.
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De acordo com o trecho da entrevista a seguir, nota-se que 0 uso da
representacdo grafica por meio do software Modellus auxiliou o aluno na construcao
deste teorema-em-acdo. O auxilio oferecido pela professora foi a conexdo que o
estudante necessitava para relacionar a aula de laboratorio no desenvolvimento da

guestao.

Professora: O que mais te chamou aten¢do na aula de laboratério [...].

R.M.: Tipo assim, neste do grafico aqui (questdo 5 do pds-teste), agora que eu estou
me lembrando, e nesse aqui também, da questdo 3 da recuperacdo, 0 que me recordo
bastante € o movimento da reta tangente fazendo a animacdo no grafico, abrindo e
fechando o coeficiente angular, o &ngulo.

Professora: Humhum.

R.M.: Que € a mesma coisa da aceleracao e da velocidade, que esta me mostrando
o coeficiente angular. A reta esta decrescente, mas o coeficiente angular esta aumentando
ou a reta esta crescente e o coeficiente angular estd cada vez maior ou menor. Essa
animacao do grafico me ajudou muito.

Além disso, ao final do didlogo acima, o aluno faz algum tipo de relacdo entre
as situacdes de aplicagdo de Fisica com as de aplicagcdo Matematica, porém ainda
nao esta clara a interpretagcdo geométrica do conceito de derivada como inclinacéo
da reta tangente ao grafico de f(x) =y em x.

3.2 SITUACOES — PROBLEMA RELACIONADAS A AREA DA FiSICA

A questdo 3 do pré—teste é semelhante as questdes 1 e 2 do pos—teste e
todas estdo relacionadas as situagfes—problema da area da Fisica, ja relacionadas
e justificadas no capitulo anterior. Para resolver essas questbes deve-se ter o
conhecimento da interpretacdo do conceito de derivada como uma taxa instantanea

de variagéo.
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3.2.1 Estudante A.F.

Os quadros abaixo mostram as questdes e os procedimentos usados pelo
estudante A.F. no desenvolvimento das questbes semelhantes do pré e do pos-
teste.

Questao 3 do pré—teste:

Uma particula move-se ao longo de uma reta horizontal, conforme a equacao

S=2t°-3t* -1 +8.
a) Ache a velocidade instantanea, V(t) cm/s, da particula em 3s;

b) Determine os intervalos de tempo em que a particula move-se para a direita,

para a esquerda e quando a particula inverte o sentido do movimento.

Procedimentos do estudante A.F.

» Escreveu a expressao s=V(t);

* Aplicou as regras de derivacdo, adequadamente, sobre os termos da funcao

pOSIcao;
 Sublinhou a resposta do item (a) como sendo V (t) = 6t* — 6t —=12;

* Na&o resolveu o item (b) .

Para a resolucdo desta questdo, o estudante A.F. utilizu a representacao
algébrica e, a partir dos procedimentos descritos acima, podemos verificar o
teorema-em-acao, cientificamente incorreto, através da proposicdo simbdlica
s=V(t). Com isso pode-se inferir 0 conceito-em-ac¢ao: velocidade € igual a primeira
derivada. Talvez esta seja a razédo pela qual o aluno tenha derivado a funcéo
posicdo e colocado a notacdo de derivada na letra “v”, a qual representa a funcao

velocidade.
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Questao 1 do pbés—teste:

Uma particula move-se ao longo de uma reta horizontal, conforme a equacao

S:%tS—Bt2 +60 + 20.

a) Ache a velocidade instantanea, V(t) cm/s, da particula em 4s;

b) Determine os intervalos de tempo em que a particula move-se para a direita,

para a esquerda e quando a particula inverte o sentido do movimento.

Procedimentos do estudante A.F.

» Escreveu a expressao da funcao velocidade, derivando a funcao posicéao;
e Substituiu o valor de t dado na expresséao da velocidade;

* lgualou a zero a expressao da velocidade e resolveu a equacao do segundo

grau;
* Fez o estudo dos sinais da fungéo velocidade;

» Identificou corretamente que os intervalos, quando v(t) >0,a particula move-se
para a direita, quando v(t) <0, a particula move-se para esquerda e quando

v(t) =0, a particula inverte o sentido.

J& na resolucdo da questdo 1 do poOs—teste, o aluno € capaz de utilizar
corretamente a representacdo algébrica para relacionar a derivada da funcéo
posicdo com a velocidade de uma particula, por meio do teorema-em-acao,
cientificamente correto, s=v. Os procedimentos mostram uma ampliagdo do campo
conceitual da derivada ao ser comparado com a questédo 3 do pds-teste. Na aula de
laboratorio, o estudante pode se utilizar das representacdes grafica, numérica e
algébrica a fim de interpretar a derivada como uma taxa de variacdo instantanea.

Fato este observado pelos seguintes comentarios:
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Professora: Na questao 1 do pos-teste fala sobre a velocidade de uma particula ao
longo de uma reta horizontal. Nessa questdo, vocé derivou para encontrar a velocidade,
vocé lembrou da aula de laboratério para resolver esta questdo em algum momento?

A.F.: Sim.

Professora: Que parte vocé lembrou? Do grafico? Da animacgao?
A.F.: Da diferenca das curvas [...] da funcao.

Professora: Do gréfico?

A.F.: E! Dos valores. Em tabela

Questao 2 do pbés—teste:

Duas particulas A e B movem-se ao longo de uma reta horizontal. O movimento

da particula A é expresso de acordo com a equagédo S, :ét3—4t2 +64t e o0

movimento da particula B, de acordo com a equagdo S; =—%t3 +32t?, onde S

representa a posicdo da particula, € medido em metros e t, em segundos.
Sabendo que a tabela abaixo mostra a posicdo das particulas nos primeiros oito
segundos de movimento, descreva o comportamento da velocidade de cada uma

das particulas nos primeiros oito segundos de movimento.

Procedimentos do estudante A.F.

» Derivou, as fungdes posicao;
» Derivou as funcgdes velocidade;
» Substituiu os valores de t em cada uma das func¢des derivadas encontradas;

» Descreveu o comportamento da velocidade de cada particula nos oito primeiros
segundos de movimento, em funcdo da aceleracdo de cada particula.

Em relacdo a questdo 2 do pos—teste, os teoremas-em-acéo sao identificados
por meio das proposi¢des simbolicas v, =s, e v ,=a,. Conforme o dialogo que
segue, o estudante fez uso da aceleracéo para ratificar suas hipoteses em relacéo

ao comportamento da velocidade das particulas, podendo assim inferir o conceito-
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em-acdo: a aceleracdo fornece o quanto a velocidade da particula aumenta ou
diminui.
Professora: E em que a aceleracdo ajudou vocé aqui?

A.F.: Aceleracdo? A quantidade que diminuia ou aumentava.

O aluno A.F. se apropriou em maior parte das representacdes algébrica e
numerica do que das representacdes grafica e idealizacdo do real para desenvolver

as situacdes-problema relacionadas a area da Fisica.

A partir da aplicacdo dos teoremas-em-acao verificados nos procedimentos
da resolucdo das questbes do poOs—teste, da coeréncia e harmonia dos
procedimentos usados e dos comentarios da entrevista, verifica-se que o estudante
comeca a diferenciar o significante do significado, indicando assim uma ampliacéo
do dominio do conhecimento de derivada, em relacdo as situacdes aplicadas a
Fisica. Pode-se entdo observar que, quando a questédo proposta pode ser resolvida
apenas com representaces algébricas, todo conjunto de invariantes associados a
esta representacdo sado ativados e utilizados. Contudo, durante a entrevista, ha
evidéncia de um crescimento conceitual dentro do conjunto de representacoes

graficas e numéricas, advindo do uso do software.

3.2.2 Estudante D.A.

Os quadros abaixo mostram as questdes e os procedimentos usados pelo
estudante D.A. no desenvolvimento das questdes semelhantes do pré e do pos-
teste.

Questao 3 do pré—teste:

Uma particula move-se ao longo de uma reta horizontal, conforme a equacao
S=2t°-3t*-12+8.

a) Ache a velocidade instantanea, V(t) cm/s, da particula em 3s;
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b) Determine os intervalos de tempo em que a particula move-se para a direita,

para a esquerda e quando a particula inverte o sentido do movimento.

Procedimentos do estudante D.A.

Para resolucao do item a:

* Encontrou, corretamente, ses”’;

* Representou V(t)como a segunda derivada da funcdo posicdo e escreveu
a=V()e v(t) como a primeira derivada da fungéo posic¢éo;

» Substituiu 3 para o valor de t na expressao v(t).

Para resolucao do item b:
* Disse que as raizesde s'=12-6 eram 0 e 2;

» Esbocou o gréfico de s” como uma parabola com a concavidade para cima,

passando por 0 e 2;

» Escreveu que se t<0e t>2, entdo a particula move-se para a direita e que se

t > 0,entdo a particula move-se para a esquerda.

N&ao resolveu o item c.

O conceito de derivada como taxa de variagdo instantanea durante a
resolucdo da questdo 3 do pré—teste ainda nédo faz sentido para este aluno, apesar
de ele escrever cientificamente correto o teorema-em-acgéo , por meio da proposicéo

matematica a=V(t), o aluno utiliza a aceleracdo para identificar os intervalos de

deslocamento da particula ao invés da velocidade, podendo-se inferir outros
teoremas-em-acdo: se o valor da funcéo for positivo, a particula move-se para direita
e se o valor da funcédo for negativa, a particula move-se para a esquerda. Isso
mostra que ele utiliza os algoritmos de derivacdo e o0 estudo dos sinais de uma
funcdo derivada sem saber a razédo pela qual o faz, apresentando dessa maneira
uma ruptura no campo conceitual de derivada. O uso da representacdo algébrica é

predominante.
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Os trechos a seguir complementam tais comentarios:

Professora: Por que fez 1°a derivada?

D.A.: Para achar a velocidade instantanea, certo? Fiz a 2° derivada também pra
achar a aceleracdo. Certo? Sé que faltou fazer a Bhaskara da 1°derivada, aqui no teste 1.

Professora: Por qué? Precisava?
D.A.: Precisava. Pra achar os [...] Limites; é limites, né?
Professora: O tempo.

D.A.: Isso! O tempo de inversdo que vai para a direita, para a esquerda e a posicao
de inverséo.

Uma possivel justificativa para o aluno ter realizado o estudo dos sinais da
segunda derivada € atribuir como conceito-em-acdo de que a derivada é igual a reta

tangente, comentario este ja feito por ele em entrevista anterior.

Questao 1 do pbés—teste:

Uma particula move-se ao longo de uma reta horizontal, conforme a equacao

S:%tS—Bt2 +60 + 20.

a) Ache a velocidade instantanea, V(t) cm/s, da particula em 4s.

b) Determine os intervalos de tempo em que a particula move-se para a direita,

para a esquerda e quando a particula inverte o sentido do movimento.

Procedimentos do estudante D.A.

Para resolver o item a:
» Escreveu s=v(t);
» Derivou, corretamente, a funcao posicéao;

e Substituiu o valor de t dado na expresséao da velocidade;

Para resolver o item b:

* lgualou a zero a expressao da velocidade e resolveu a equacao do segundo

grau;
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* Fez o estudo dos sinais da fungéo velocidade;

» ldentificou corretamente que os intervalos, quando v(t) >0, a particula move-se
para a direita, quando v(t) <0, a particula move-se para a esquerda e quando

v(t) =0, a particula inverte o sentido.

Ja na resolucéo da questdo 1 do pdés—teste, o estudante possui conhecimento
a respeito da derivada como taxa de variacdo instantanea, e isso pode ser
observado a partir da representacdo algébrica descrita pelos procedimentos. A
estrutura cognitiva dos esquemas referentes aos conceitos de velocidade e
aceleracdo bem como a representacdo da animacao do real podem ser observados

também no trecho anterior da entrevista .

Questao 2 do pbés—teste:

Duas particulas A e B movem-se ao longo de uma reta horizontal. O movimento

da particula A é expresso de acordo com a equagédo S, :ét3—4t2 +64t e o

movimento da particula B, de acordo com a equagdo S; =—%t3 +32t?, onde S

representa a posicdo da particula, € medido em metros e t, em segundos.
Sabendo que a tabela abaixo mostra a posi¢do das particulas nos primeiros oito

segundos de movimento, descreva o comportamento da velocidade de cada uma

das particulas nos primeiros oito segundos de movimento.

Procedimentos do estudante D.A.

» Fez as diferencas entre um instante e o0 proximo para descrever o
comportamento da velocidade de cada uma das particulas durante os oitos

primeiros segundos de movimento.
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Em relacdo a resolugédo da questdo 2 do pos—teste, o aluno utilizou o conceito
de velocidade média para descrever o comportamento da velocidade das particulas,

segundo o dialogo:

Professora: Como € que vocé pensou para dizer se a velocidade est4d aumentando
ou diminuindo?

D.A.: E assim. Olhando aqui, né? No caso, era a “A”, ela foi aumentando a distancia,
gue ndo era proporcional, a velocidade deveria aumentar também em um certo grau, né?

Professora: Entdo vocé esta trabalhando com a diferenca?

D.A.: De espaco percorrido.

Para ele, utilizar diferencas ou calcular a velocidade instantdnea em cada
instante para descrever o comportamento da velocidade da particula durante os
oitos segundos de movimento, seria a mesma coisa, uma vez que os intervalos eram
a cada 1 segundo, mostrando dessa forma uma ruptura do campo conceitual da
derivada referente ao conceito de taxa instantdnea de variacdo.. Isso pode ser

observado nos comentarios que seguem:

Professora: E se eu colocasse assim: Faca algum calculo [...] Que calculo vocé faria
para mostrar que a velocidade esta aumentando ou diminuindo?

D.A.: Eu ia através da derivada, ia achar a velocidade.
Professora: E por que vocé nao fez derivada ali?

D.A.: Deste aqui? (apontou para a questao).
Professora: Por que usou a diferenga e ndo a derivada?

D.A.: Porque no grafico (no caso, a tabela do enunciado) estava bem claro que
estava sendo feito o aumento de tempo e espaco.

Professora: Mas isso néo é velocidade média?

D.A.: Seria velocidade média se ndo tivesse ponto a ponto e eu somasse todos e
assim, acharia a velocidade média.

Com isso, pode-se verificar que a nocédo de infinitésimo nao existe. Além
disso, segundo o didlogo abaixo, para ele, a diferenca entre velocidade média e

velocidade instantanea existe somente em relacdo a exatiddo do valor da mesma.
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Professora: Outra pergunta. E diferente calcular a velocidade média em cada
segundo aqui e de calcular a velocidade instantdnea em cada segundo?

D.A.: E diferente.
Professora: Por qué?

D.A.: Porque se for calculada a velocidade média, tu ndo vai ter exata a velocidade
naquele sendo ali. Mas o raciocinio que eu tive foi assim. Como ele pegou aqui de 0 a 1
segundo, ele percorreu 31 metros, né? E de 0 a 2 segundos ele percorreu 125 metros. A
gente poderia fazer a relagé@o se for fazer velocidade média vai dar bem maior, né? Mas o
que eu fiz com a velocidade, se eu faco a derivada do 0 até 1, vai me dar um valor de
velocidade. E se eu fizer no instante 2, ele vai me dar um valor maior porque ele percorreu
um espaco maior.

A representacédo grafica utilizada na aula de laboratoério auxiliou o estudante a
resolver esta questdo, e nesse caso, também se pode identificar um conhecimento
implicito, por meio do conceito-em-acdo: a taxa média de crescimento da funcao
posicdo relaciona-se com o comportamento da velocidade do mével. Isso pode ser

observado pelos seguintes comentarios:

Professora: E nisso aqui, vocé lembrou de alguma coisa do laboratorio quando foi
fazer essa questao?

D.A.: Ela lembrou aquela que o grafico tem a concavidade para baixo. Aquela que
sobe, sobe, sobe, até 400 e depois desce, desce, desce, e 0 valor esta sempre diminuindo.
E ela troca de sentido, s6 que aumenta em madulo.

Professora: Ok.

Sendo assim, mais uma vez, este estudante utiliza representacfes algébricas
e suas invariantes associadas, contudo, transita facilmente dentro da representacéo
grafica apés o uso do software, como evidenciado pelo didlogo acima. Pode-se,
talvez, afirmar que o estudante ndo sente necessidade de incorporar a
representacdo grafica em sua construgdo do conceito de derivada, a ndo ser quando
a situagao-problema proposta envolver diretamente esta representacéao.



3.2.3 Estudante G.E.

101

Os quadros abaixo mostram as questbes e os procedimentos usados pelo

estudante G.E. no desenvolvimento das questbes semelhantes do pré e do pos-

teste.

Questado 3 do pré—teste:

Uma particula move-se ao longo de uma reta horizontal, conforme a equacéo

S=2t*-3t* -1 +8.
a) Ache a velocidade instantanea, V(t) cm/s, da particula em 3s;

b) Determine os intervalos de tempo em que a particula move-se para a

direita, para a esquerda e quando a particula inverte o sentido do movimento.

Procedimentos do estudante G.E.

Para resolucéo do item a:

» Derivou, corretamente, a fungédo posicédo e a nomeou de v;
 Substituiu 3 para o valor de t na expresséo v =6t* —6t —12

Para resolucao do item b:

» Derivou a funcéo velocidade, v, e a nomeou de a, de aceleragéo;
» Substituiu t por zero na expresséo da funcdo aceleracgéo.

Para resolucéo do item c:

* Fez parcialmente o estudo dos sinais da funcdo aceleracdo, escrevendo o

seguinte:

“12t — 6 > 2 positivo (direita);




102

12t - 6 < 2 negativo (esquerda);

12t -6 =0 inverte direcao”.

O conceito de derivada como taxa de variacdo instantdnea durante a
resolucdo da questdo 3 do pré—teste ainda ndo faz sentido para este aluno, apesar
de o estudante ser capaz de expressar cientificamente correto os teoremas-em-
acao: a funcdo velocidade é encontrada a partir da primeira derivada da funcéo
posicdo e a aceleracdo é encontrada a partir da primeira derivada da funcao
velocidade, visto que ele utilizou a aceleracdo para identificar os intervalos de
deslocamento da particula, ao invés da velocidade. Uma possivel justificativa para o
aluno ter realizado o estudo dos sinais da segunda derivada é atribuir como
conceito-em-acao que a derivada € igual a reta tangente, comentario este ja feito por

ele em entrevista anterior.

Além disso, ele apresenta dificuldades em expressar seu raciocinio a partir da
representacdo algébrica e utiliza os algoritmos de derivacdo e estudo dos sinais de
uma funcdo derivada sem saber o motivo, fato este verificado na resolucdo da
questdao quando ele escreve “12t-6>2 positivo (direita), 12-6<2 negativo

(esquerda) e 12t —6 =0 inverte direcao”.

Pode-se dizer que ele resolveu de forma incorreta e mentalmente a

equacaolz -6 =0, para encontrar o valor 2.

Nesse caso, 0 teorema-em-acdo que ele esta utilizando é de que se t for
maior que 2, entdo a particula desloca-se para a direita, porque o valor da expressao
12 -6 quando t>2 serd positivo e que se t for menor que 2, entdo a particula
desloca-se para a esquerda, porque o valor da expressdo 12 -6 quando t <2sera

negativo.

Apesar disso, 0 aluno ndo consegue utilizar adequadamente a representacao
algébrica para expressar esse conhecimento. Entretanto quando escreve
“12t -6 =0, inverte direcdo”, ele ndo se preocupa em fornecer um valor para t, além
de confundir o conceito de diregdo com o conceito de sentido. Dessa forma, pode-se
inferir o teorema-em-acao: igualando a zero uma funcao derivada de primeiro grau,

encontra-se o instante em que a particula inverte seu sentido.
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Questao 1 do pbés—teste:

Uma particula move-se ao longo de uma reta horizontal, conforme a equacao

S:%tS—Bt2 +60 + 20.

a) Ache a velocidade instantanea, V(t) cm/s, da particula em 4s;

b) Determine os intervalos de tempo em que a particula move-se para a direita,

para a esquerda e quando a particula inverte o sentido do movimento.

Procedimentos do estudante G.E..

Para resolver o item a:

» Derivou, corretamente, a fungao posicéao;

« Nomeou s de v(t) e substituiu o valor de t dado na expresséao da velocidade.
Para resolver o item b:

* lgualou a zero a expressao da velocidade e resolveu a equacdo do segundo

grau;
* Fez o estudo dos sinais da fungéo velocidade;

» ldentificou corretamente que os intervalos quando v(t) >0 a particula move-se
para direita, quando v(t)<0 a particula move-se para esquerda e quando

v(t) = 0a particula inverte o sentido.

J& na resolucdo da questdo 1 do poOs—teste, o aluno € capaz de utilizar
corretamente a representacdo algébrica para relacionar a derivada da funcéo
posicdo com a velocidade de uma particula, por meio do teorema-em-acao,
cientificamente correto, s=v. Os procedimentos mostram uma ampliagdo do campo
conceitual da derivada porque o conceito-em-acdo: derivada = reta, usado na
questdo 3 do pré-teste, ndo aparece mais. O aluno fez uso da representacao grafica
e numérica para resolver esta questdo, o que pode ser verificado pelos seguintes

comentarios:
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Professora: Vocé usou alguma coisa da aula de laboratoério para resolver a questédo
1 do teste 2?

G.E.: O que ajudou bastante para resolver esta questdo foi aquele principio da
utilizacado do gréafico na aula do laboratério, que conforme ia variando a reta tangente, eu
conseguia visualizar realmente o quanto iria modificar.

Professora: Modificar o qué?
G.E.: O que variava assim no gréfico, né, os valores em si.

Professora: Especificamente pra essa questdo, o que a reta tangente te dizia, que
informacdes ela te da?

G.E.: Ela me mostrava 0 momento em que a velocidade variava muito, entdo a reta
em si também ia variando, foi com isso que eu me baseei pra resolver essa questao. Foi 0
que me esclareceu mais.

Questao 2 do pbés—teste:

Duas particulas A e B movem-se ao longo de uma reta horizontal. O movimento

. . ~ 1
da particula A é expresso de acordo com a equagédo S, :§t3—4t2 +64t e O

movimento da particula B, de acordo com a equagdo S; =—%t3 +32t?, onde S

representa a posicdo da particula, € medido em metros e t, em segundos.
Sabendo que a tabela abaixo mostra a posicdo das particulas nos primeiros oito
segundos de movimento, descreva o comportamento da velocidade de cada uma

das particulas nos primeiros oito segundos de movimento.

Procedimentos do estudante G.E.

» Derivou as fun¢des posi¢ao e as nomeou de v;

e Substituiu alguns valores de t (0, 4 e 8) em cada uma das funcdes derivadas

encontradas;

» Descreveu o comportamento da velocidade de cada particula de acordo com os

valores encontrados quando tigual a 0, 4 e 8 segundos.

Em relagdo a questdo 2 do poOs—teste, os teoremas-em-acdo: v, =S, €

vV ,=a,. Segundo o dialogo, o aluno utilizou as representagdes algébrica, grafica e
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numeérica para descrever o comportamento da velocidade das particulas. Além de
mostrar claramente que a aula de laboratério o auxiliou a relacionar a derivada com

inclinacdo da reta tangente e com velocidade.

Professora: O que vocé fez pra resolver a questdo 2 do teste 2?

G.E.: Eu fui imaginando, conforme o grafico ia passando, os tempos; entdo eu ia
imaginando conforme a reta tangente ia variando.

Professora: E por que derivou a posi¢cdo de cada uma delas?

G.E.: Eu derivei justamente pra ver a variacdo da reta tangente a cada instante de
tempo.

Professora: Mas a questdo néao pedia velocidade?
G.E.: Isso, mas com a variagao da reta, eu consigo enxergar isso também, ndo é?

3.2.4 Estudante M.P.

Os quadros abaixo mostram as questbes e os procedimentos usados pelo
estudante M.P. no desenvolvimento das questdes semelhantes do pré e do pos-

teste.

Questado 3 do pré—teste:

Uma particula move-se ao longo de uma reta horizontal, conforme a equacéo

S=2t*-3t* -1 +8.
a) Ache a velocidade instantanea, V(t) cm/s, da particula em 3s;

b) Determine os intervalos de tempo em que a particula move-se para a

direita, para a esquerda e quando a particula inverte o sentido do movimento.

Procedimentos do estudante M.P.

Para resolucao do item a:

* Derivou a fungao posi¢éo e nomeou-a de V;
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e Substituiu 3 para o valor de t na expresséo V.

Para resolucao do item b:

Calculou, incorretamente, as raizes da equacgdo da velocidade;

Construiu uma tabelade t x V,

Construcao do grafico da velocidade em funcdo dos pontos encontrados

na tabela;

Escreveu:

“ Direita — velocidade positiva — V>0 _ t<-1let>2;

Esquerda — velocidade negativa - V<O - —-1<t<2"

Apesar de a questdo 3 do pré-teste ser igual a questdo 1 do pos—teste, o
estudante utilizou algoritmos diferentes para resolvé-las. No pré-teste, o estudante
procura as raizes utilizando a representacdo numérica por meio de uma tabelat x v,

atribuindo valores para t até encontrar v = 0.

No pré-teste, o calculo das raizes da equacédo da velocidade por meio da
representacdo algébrica ndo Ihe fizeram muito sentido, buscando outra forma de

representacdo, a numérica, a fim de auxilid-lo na resolucdo da questao.

A partir da tabela, ele consegue responder os teoremas-em-acao,
cientificamente corretos, escritos por meio das proposi¢des: direita — velocidade

positiva e esquerda — velocidade negativa.

Questao 1 do pbés—teste:

Uma particula move-se ao longo de uma reta horizontal, conforme a equacao

S=%t3—8t2 +60t + 20.

a) Ache a velocidade instantanea, V(t) cm/s, da particula em 4s;

b) Determine os intervalos de tempo em que a particula move-se para a direita,

para a esquerda e quando a particula inverte o sentido do movimento.
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Procedimentos do estudante M.P.

Para resolver o item a:

* Derivou a fungéo posicao e nomeou-a de v(t);

e Substituiu o valor de t na expresséo da velocidade.
Para resolver o item b:

* lgualou a zero a expressao da velocidade e resolveu a equacao do segundo

grau;
» Fez o estudo dos sinais da funcéo velocidade;

» |dentificou corretamente que os intervalos, quando v(t) >0, a particula move-
se para a direita, quando v(t) <0, a particula move-se para a esquerda e

guando v(t) =0, a particula inverte o sentido.

Na resolugdo da questdo 1 do pds-teste, o estudante ja ndo se utiliza da
representacdo numeérica e a algébrica € dominante em seus algoritmos. As raizes da
equacao da velocidade serviram para esbocar o grafico da velocidade, bem como
para responder ao item b, a partir do estudo dos sinais da respectiva funcédo. Nesses

algoritmos, pode-se inferir os teoremas-em-acao: v(t) <0, a particula move-se para
a esquerda e quando v(t) =0, a particula inverte o sentido. Além disso, o dialogo

abaixo reforca a idéia de que a aula de laboratorio auxiliou o aluno na compreensao

da razédo pela qual se deve fazer o estudo dos sinais da fung&o derivada.

Professora: Mas, vocé tem uma idéia de como é a velocidade, mas, além do formato
do gréfico, o que mais ele mostrava?

M.P.: A direcéo; se era positiva ou negativa. Eu me lembrei disso.

O aluno M.P resolveu a questdo 3 do pré—teste e a questdo 1 do pés—teste
aplicando mecanicamente o algoritmo utilizado nos exercicios resolvidos em sala de
aula em questdes semelhantes a essa, onde era observado que, derivando a fungéo
posi¢do, obtinha-se a funcdo velocidade. Entretanto o aluno ndo possuia o dominio
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de que isso representa uma taxa de variacdo instantanea. Tal hipotese pode ser
verificada pelos seguintes comentarios:

Professora: Nesse caso aqui, em nenhum momento a reta tangente daquela funcdo
te ajudou em alguma coisa?

M.P.: Na quest&o 1? N&o. E que essa questdo 1 aqui eu ja tinha pego bem na aula
anterior.

Professora: Com minha explicacdo, em sala de aula?
M.P.: Isso.

Também se pode verificar, com esses comentarios, que o estudante néo fez
uso da representacdo grafica para interpretar o conceito de derivada como taxa de

variacao instantanea.

Além disso, a aula de laboratério auxiliou M.P., como pode ser verificado,
segundo a sua declaracdo: “Me ajudou a visualizar o porqué que tem que derivar. O
que é a derivacgdo que tu me explicou. E a taxa de variagdo, me ajudou a enxergar a
taxa de variacdo. Eu ndo enxergava isso. No laboratério, eu enxerguei a taxa de
variacdo. A derivada, tudo bem! O angulo da reta tangente, ta! Mas e a taxa de

variacdo? E aquilo ali que eu enxerguei.”

Para M.P., a taxa de variacao foi verificada com o uso da representacdo do
real, na janela “animacéo”, a partir do rastro do movel a cada segundo, durante a

simulacdo do movimento, podendo ser identificado pelo dialogo:

Professora: A taxa de variagdo vocé conseguia ver onde?

M.P.: Nos intervalos a cada segundo. Nas bolinhas da animacéo.
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Questao 2 do pbés—teste:

Duas particulas A e B movem-se ao longo de uma reta horizontal. O movimento

da particula A é expresso de acordo com a equagédo S, :ét3—4t2 +64t e o

movimento da particula B, de acordo com a equacgdo S; =—%t3 +32t?, onde S

representa a posicdo da particula, € medido em metros e t, em segundos.
Sabendo que a tabela abaixo mostra a posi¢do das particulas nos primeiros oito
segundos de movimento, descreva o comportamento da velocidade de cada uma

das particulas nos primeiros oito segundos de movimento.

Procedimentos do estudante M.P.

» Fez as diferencas entre um instante e o proximo para descrever o
comportamento da velocidade de cada uma das particulas durante os oitos

primeiros segundos de movimento.

Em relacdo a resolugdo da questdo 2 do pos—teste, segundo o dialogo, o
estudante utilizou o conceito de velocidade média para descrever o comportamento
da velocidade das particulas mostrando, dessa forma, uma ruptura no campo
conceitual da derivada referente ao conceito de taxa instantanea de taxa de

variagao.

Professora: Essa questdo dois, a da tabela, o que vocé fez? Pelo que eu analisei
aqui, do que voceé resolveu, vocé fez a diferenca entre [...].

M.P.: Cada intervalo.
Professora: E isso foi te dando o qué?

M.P.: Isso aqui eu me lembrei da aula de laboratério. Que a gente pegou cada
intervalo e foi vendo a taxa de variac&o. E isso que eu tava vendo aqui, oh! Quanto que ele
percorreu de segundo em segundo. Dai eu fiz o qué? A diferenca em segundos, isso foi 0
gue eu botei no gréfico (apontou para tabela que fez das diferencgas) aqui.



110

Apesar de o estudante fazer uso das diferencas das posi¢coes em intervalos
de um segundo para descrever o comportamento da velocidade das particulas,
inferindo assim o conceito-em-acédo de que a taxa meédia de crescimento da funcao
posicdo relaciona-se com o comportamento da velocidade do movel. O estudante
ainda confunde aceleragdo com velocidade, podendo ser observado no seguinte
comentario “[...] no B (coluna das diferencas da particula B), eu percebi que ela foi
diminuindo até os quatro segundos, que ela quase parou. Por que ha uma diferenca

de um milésimo”.

No dialogo abaixo,

Professora: Mas qual é a velocidade de um carrinho quando esta parado?
M.P.: Quando esta parado é nula. Mas aqui ele ndo parou. Ele quase parou.
Professora: Mas entéo, ndo teria que estar proximo do zero?

M.P.: Sim.

Professora: E ndo esté préximo do 0 e sim de 48,33.

M.P.: TA bom mas assim 6 [...].

Professora: Vocé esta fazendo a diferenca das velocidades?

M.P.: E

Professora: Esta fazendo a taxa de variacao da velocidade?

M.P.: E [...] eu acho que eu me confundi com a aceleracéo. E, foi isso que eu fiz
aqui.

De acordo com os comentarios a seguir, pode-se verificar que a combinacao
da representacao do real com a forma de apresentacéo do grafico da funcéo posicéo
auxiliaram o estudante a ter nogcdo do comportamento da velocidade, podendo
assim, verificar um conhecimento implicito da relacéo entre a inclinagdo da reta

tangente ao grafico da funcdo com a taxa de variacéo instantanea.

Professora: O que no grafico mostrava a velocidade?

M.P.: Ele mostrava o movimento que o carrinho ia fazendo, a distancia que ele ia
percorrendo, num determinado periodo. De tantos em tantos segundos, o quanto ele andava

mais ou menos até que as bolinhas aquelas iam aumentando a distancia.
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Podemos afirmar que este estudante apenas transita dentro do nivel algébrico
representacional. A atividade computacional pouco acrescentou em termos de
representacdes e invariantes a este estudante, que demonstra preferir e, de fato,
apresentou um crescimento conceitual apenas baseado em representacdes

algébricas (vistas em sala de aula, sem auxilio do computador).

3.2.5 Estudante R.M.

Os quadros abaixo mostram as questdes e os procedimentos usados pelo
estudante R.M. no desenvolvimento das questdes semelhantes do pré e do pos-

teste.

Questado 3 do pré—teste:

Uma particula move-se ao longo de uma reta horizontal, conforme a equacéo

S=2t°-3t* -1 +8.
a) Ache a velocidade instantanea, V(t) cm/s, da particula em 3s;

b) Determine os intervalos de tempo em que a particula move-se para a

direita, para a esquerda e quando a particula inverte o sentido do movimento.

Procedimentos do estudante R.M.

* Nao resolveu.

O aluno foi incapaz de resolver a questdo 1 do pré-teste, apenas com o0 que
foi trabalhado em sala de aula, de forma expositiva-dialogada, sendo impossivel,
dessa forma, identificar alguma invariante operatoria relacionada ao campo

conceitual da derivada.
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Uma particula move-se ao longo de uma reta horizontal, conforme a equacao

S=%t3—8t2 +60t + 20.

a) Ache a velocidade instantanea, V(t) cm/s, da particula em 4s;

b) Determine os intervalos de tempo em que a particula move-se para a direita,

para a esquerda e quando a particula inverte o sentido do movimento.

Procedimentos do estudante R.M.

Para resolver o item a:

» Derivou a fungéo posicao;

» Substituiu o valor de t dado na funcéo derivada.

Para resolver o item b:
» lgualou a zero a funcao derivada;
* Fez o estudo dos sinais da fungéo derivada;
» Escreveu:
"S(t) < 6 e >10 move-se para a direita;
S(t) > 6 e <10 move-se para a esquerda;

s(t)= 6e10 inverte os sentidos”.

Para resolver a questdo 1 do pods—teste, o aluno R.M. fez uso da

representacdo algébrica e dos procedimentos desenvolvidos em sala de aula, na

resolucdo de questbes semelhantes a esta. Entretanto a aula de laboratério foi

capaz de auxiliar o aluno na identificacdo e na aplicacdo adequada dos mesmos. Ao

discutir a resolugcéo da questédo 1 do pds—teste, o estudante mostrou que a resolucéo
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da mesma foi facilitada devido a semelhanca da pergunta com as atividades

desenvolvidas no software de simulacéo. Isso pode ser observado pelo dialogo:

Professora: Beleza. Pra ti resolver essa questdo, vocé usou a aula de laborat6rio?
R.M.: Com certeza, ajudou sim.
Professora: De que maneira ela te ajudou? Do que vocé lembrou?

R.M.: Ja tinha uma idéia bem melhor, né. Antes de ter visto a aula de laboratério, eu
nao teria essa idéia tdo clara, que nem eu tive no olhar a questao aqui.

Professora: Humhum.

R.M.: Porque quando se fala assim, uma particula move-se ao longo de uma reta
horizontal, eu imaginei aquela situacéo (atividades no laboratério).

Em nenhum momento da entrevista ele fez alguma mencéo de interpretar o
conceito de derivada como taxa de variacdo instantanea, tendo apenas apresentado

0S seguintes teoremas-em-acao escritos no pos—teste: s(t) < 6 e >10 move-se para
a direita; s(t)> 6e <10 move-se para a esquerda e s(t)= 6el0 inverte os

sentidos. Isso também pode ter representado uma repeticdo do que foi trabalhado

anteriormente, em sala de aula.

Durante a entrevista, foi discutida a resolucdo da questdo 3 do pds—teste e o
aluno mostrou que confunde a primeira derivada com funcdo e a segunda derivada
com a primeira derivada verificando-se assim uma ruptura no campo conceitual da

derivada referente ao conceito de taxa de variacao instantanea.

Dessa forma, pode-se levantar duas hipoteses: o aluno pode nao saber o que
€ uma funcdo e conseqientemente isso pode interferir em conceitos afins,
dificultando o dominio do conceito de derivada; ou o estudante tem dificuldades de
interpretacdo dos enunciados e assim ndo aplica adequadamente 0s conceitos

durante a resolucéo das questdes.

O que corrobora com a hipotese de que ele ndo sabe o que € uma funcéo, é o
fato de ele ter expresso "s(t) < 6e >10 move-se para a direita, s(t)> 6e <10
move-se para a esquerda e s(t ) 6 e10 inverte os sentidos”. Nessa situacao, o aluno

troca o significado de varidvel dependente com variavel independente quando

escreve s (t) ao invés de escrever t.
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Questao 2 do pbés—teste:

Duas particulas A e B movem-se ao longo de uma reta horizontal. O movimento

. . ~ 1
da particula A é expresso de acordo com a equagédo S, :§t3—4t2 +64t e O

movimento da particula B, de acordo com a equagdo S; =—%t3 +32t?, onde S

representa a posicdo da particula, € medido em metros e t, em segundos.
Sabendo que a tabela abaixo mostra a posicdo das particulas nos primeiros oito
segundos de movimento, descreva o comportamento da velocidade de cada uma

das particulas nos primeiros oito segundos de movimento.

Procedimentos do estudante R.M.

» Derivou, as fungdes posicao;

» Substituiu alguns valores de t (1, 2 e 3) em cada uma das funcdes derivadas

encontradas;

» Descreveu o comportamento da velocidade de cada particula.

Na resolucdo da questédo 2 do pés—teste, € observado que o aluno foi capaz
de utilizar os algoritmos de forma adequada, podendo assim inferir o teorema-em-
acado: v=g, porém ele, de acordo com a entrevista, ndo os utiliza para responder a
questao mas sim para comprovar sua interpretacdo da tabela a partir da diferenca

entre as posi¢cdes a cada instante.

Professora: E por que vocé fez isso? (resolveu a derivada de A e de B para cada
segundo).

R.M.: Para tentar achar alguma coisa, né!
Professora: Humhum.

R.M.: Eu fiz aqui a conta s6 pra confirmar mesmo se estava crescendo mais ou
menos.
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A seguir, serdo apresentadas duas tabelas que resumem a frequéncia
de uso dos diferentes tipos de representacao utilizados pelos alunos na resolucéo
dos pré e pés-teste.

TABELA 1 - QUESTOES REFERENTE A AREA DA MATEMATICA

Representacoes Transicao
Alunos Preferenciais Derivada
Pré-teste Pos-teste Pré-teste POs-teste
Algébrica + + | Algébrica + + Algébrica~a Algébrica | Algébrica + +
A.F. Numeérica O Numeérica + Numérica  [#Numérica | Numérica +
Gréfica 0 Gréfica + Grafica Grafica  ["Grafica + +
Algébrica + + | Algébrica + + Algebrica__| Algébrica | Algébrica + +
D.A. Numérica 0 Numérica 0O Numeérica umérica | Numérica 0
Gréfica + Gréfica + + Grafica Grafica  ["Grafica + +
Algébrica + Algébrica+ + Algébrica\ Algébrica | Algébrica + +
G.E. Numérica 0 Numeérica 0 Numérica [Numérica | Numérica O
Gréfica 0 Gréfica + + Grafica Grafica  ["Grafica + +
Algébrica + + | Algébrica + + Algébrica__| Algebrica | Algébrica + +
M.P. Numeérica O Numeérica O Numérica | ™Numérica [ Numérica 0
Gréfica 0 Gréfica + Grafica Grafica  ["Grafica +
Algébrica + Algébrica + Algébrica—_| Algébrica | Algébrica +
R.M. Numeérica O Numeérica O Numeérica umérica | Numérica 0
Gréfica 0 Gréfica + Grafica Grafica  ["Grafica +
TABELA 2 - QUESTOES REFERENTE A AREA DA FiSICA
Representacoes Transicao
Alunos Preferenciais Velocidade
Pré-teste Pos-teste Pré-teste Pos-teste
Algébrica + + | Algébrica + + Algébrica> Algébrica | Algébrica + +
A.F. Numeérica O Numeérica + Numérica [ Numérica | Numérica +
Gréfica 0 Gréfica + Grafica Gréfica Gréfica +
Algébrica + + | Algébrica + + Algébrica <> Algébrica Algébrica + +
D.A. Numérica 0 Numeérica + Numérica [“Numérica | Numérica +
Gréfica 0 Gréfica + Gréfica Gréfica Gréfica +
Algébrica + + | Algébrica + + Algébrica < Algébrica Algébrica + +
G.E. Numérica 0 Numérica + Numeérica [> Numérica | Numérica +
Gréfica 0 Gréfica + Grafica Grafica Gréfica +
Algébrica + + | Algébrica + + Algébrica < Algébrica | Algébrica + +
M.P. Numeérica O Numeérica + Numérica [SaNumérica | Numérica +
Gréfica 0 Gréfica + Grafica Gréfica Gréfica +
Algébrica + + | Algébrica + + Algébrica <> Algébrica | Algébrica + +
R.M. Numeérica O Numeérica + Numérica [ Numérica | Numérica +
Gréfica 0 Gréfica + Grafica Gréfica Gréfica +

+ indica a frequéncia de uso da respectiva representacao
0 indica a ndo utilizacdo da respectiva representacao
— indica a transi¢éo do tipo de representacéo
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CONCLUSAO

Conforme relatamos no primeiro capitulo, o objetivo principal desta pesquisa
era identificar as diferentes representacdes oferecidas pelo software de simulacéo
Modellus na conceitualizacdo de derivada. Para tanto, foram executadas uma série
de procedimentos metodoldgicos, incluindo a realizacdo de dois estudos pilotos a fim

de minimizar falhas neste processo.

Nesta pesquisa, a forma de interacdo entre o aluno e o software Modellus
ocorreu atraves de atividades de simulacdo de modo exploratorio. Neste, o aluno é
impedido de modificar a base do modelo computacional, entretanto, é capaz de
inserir valores iniciais para variaveis, alterar parametros e, eventualmente, modificar
relaces entre as variaveis . Com isso, as atividades realizadas durante o tratamento
permitiram, sob a Otica construtivista, que o aluno, ao executar seu modelo de
simulagdo e ao observa-lo, explorasse grande quantidade de hipoéteses,
possibilitando assim, a realizacdo de novas predicdes . A interatividade com
animacdes possibilitou ressignificar este conhecimento de forma mais clara e
estavel. Isto porque as simulacbes permitiram que 0s estudantes realizassem

representacdes, explorando-as sob diversas perspectivas.

Os resultados foram animadores em relagcdo ao uso de atividades de
simulagcées computacionais que abordavam diferentes representacées no ensino de

derivada. A nossa interpretacdo dos dados analisados indicam que a representacéo
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grafica favoreceu uma melhor compreensédo do conceito da derivada, bem como o
uso de representacdes algébricas mais conscientes apés a manipulacéo do software

na aula de laboratério.

Situacfes-problema dos instrumentos de analise relacionadas a area da
matematica tinham como objetivo principal identificar se os estudantes interpretavam

o conceito de derivada como inclinacdo da reta tangente ao grafico de uma funcéo.

Foi observado no pré-teste que a maioria dos alunos apresentaram
invariantes operatorias relacionadas ao campo conceitual da derivada, entretanto
grande parte dos conceitos-em-acao identificados mostraram-se irrelevantes. Além
disso, a representacdo mais frequentemente utilizada por eles no pré-teste foi a
representacdo algébrica. Em contrapartida, observa-se no poés-teste que o0s
conceitos-em-acao apresentados tornaram-se relevantes, podendo-se inferir muitas
vezes teoremas-em-acao cientificamente corretos. O uso da representacao gréafica
tornou-se mais frequente e foi utilizada de forma complementar ao uso da

representacao algébrica.

Os instrumentos de andlise relacionados a area da fisica apresentavam
situacOes-problema as quais objetivavam verificar se 0os estudantes interpretavam o

conceito de derivada como taxa instantanea de variacao.

Observou-se no pré-teste que a maioria dos alunos apresentaram teoremas-
em-acado cientificamente incorretos, identificados a partir de proposi¢cdes simbdlicas,
porém grande parte dos conceitos-em-acdo apresentados era relevante. A
representacdo predominante apresentada pelos alunos foi a representacao
algébrica. Ja no poés-teste, as proposicées simbdlicas inadequadas apresentadas
anteriormente cederam lugar a teoremas-em-ac¢ao cientificamente corretos. O uso da
representacdo grafica e numeérica tornou-se mais frequente e foi utilizada de forma
complementar ao uso da representacdo algébrica. Entretanto alguns alunos
mostraram uma ruptura no campo conceitual da derivada referente ao conceito de
taxa instantanea de variacdo no que diz respeito ao dominio de infinitésimos, uma
vez que utilizaram diferencas para calcular a velocidade instantanea da particula em

cada instante.

Ainda pode-se observar uma plurariladade maior no uso de diferentes

representacdes, com especial atencdo a representacdo numérica em situacoes da
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area da fisica. Atribuimos este fato a natureza da questado 2 do pés-teste. Embora se
faca necessario acrescentar questfes deste tipo, sdo frequentemente escolhidas em

calculo justamente com o proposito de se trabalhar com nameros.

No pré-teste, a representacao algébrica € ressaltada pelos alunos, mas eles
ndo sabem a razédo de fazé-lo, constituindo dessa forma o conhecimento implicito. A
representacdo algébrica € a forma de representacdo mais utilizada pela professora,
fato este natural em sala de aula até mesmo em questdes com forte vinculo com o

campo conceitual da cinematica em fisica.

No pds-teste, a representacdo algébrica € igualmente “prevalecida”, mas
estudantes apresentam invariantes reformulados para este tipo de representacéo,
tendo alterado seu status cognitivo apresentando um conhecimento explicito. Assim,
sua capacidade de resolucédo de situacdes-problemas apresenta-se melhor dentro
deste tipo de representacéo. N&o apenas isto, sua capacidade de conceitualizacao
de derivada apresenta uma melhoria perceptual nas entrevistas e pés-teste.

Com base nisto, podemos observar uma mudanca no status cognitivo dos
alunos levando a uma ampliagdo do campo conceitual da derivada, visto que a
maioria dos alunos se utilizaram dos diferentes tipo de representacao simbolica para
justificar seus esquemas quando na resolucao das situacdes-problema.

Pode-se questionar por que o uso do Modellus resultou em uma melhoria da
capacidade do estudante de utilizar representacdes graficas. Nossas observacoes,
como ja discutido, indicam uma melhora também no uso e dominio de outras

representacoes.

Contudo, ao se analisar a evolugéo correspondente no uso e freqiéncia das
representacbes numeéricas e graficas percebe-se um substancial aumento na
capacidade do estudante de utilizar estas representacdes. Esta constatacéo, por si
s6, justifica 0 uso de uma metodologia de ensino semelhante a implementada.
Durante a entrevista, percebeu-se que muitas das explanacdes proferidas pelos
estudantes giraram em torno da sua recente apropriacdo de representacoes

numericas, e, principalmente graficas e seus correspondentes invariantes.

Vérios estudos ja foram realizados discutindo este fato onde aparentemente,
um melhor dominio de um tipo de representacdo, em geral grafica, pode resultar até

mesmo no dominio de outras representacdes. Diversos autores também concordam
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sobre a importancia do papel da representacdo na resolugcdo de problemas, pois,
segundo eles, os diagramas tém o potencial de transmitir informacdes
eficientemente auxiliando os estudantes a organizar-se espacialmente e representar

a informacao conceitual oferecida por uma situacao-problema.

De forma sucinta, todos estes resultados apontam para as vantagens de se
utilizar representacdes de forte conteudo viso-espacial no ensino de campos
variados da matematica e das ciéncias em geral. Este conteudo viso-espacial na
realidade é constituido de representacdes construidas pelo meio soécio-historico-
cultural durante o processo de discussao e refino historico e de conceitos especificos
e transmitidos pelo processo de ensino - como a nocao gréfica da derivada e sua
associacdo com a reta tangente ao grafico de uma funcédo. Vergnaud vé estas
representacfes como sendo parte da terna que constitui, em esséncia, sua propria
definicAo do que é um conceito matematico (ou de ciéncia). Assim, 0 uso de
diferentes representacfes, em especial, representacdes graficas, deve potencializar
a criacdo de esquemas mais ricos onde todas estas representacbes estejam
presentes, auxiliando, assim, na resolucdo de situacdes-problema. Nao apenas isto,
pois é parte integrante do processo de assimilacdo dessas representacdes pelos
estudantes, hd a recognicdo das invariantes operatérias que também s&o
introduzidas dentro do software computacional, durante a programacao da atividade
didatica. Essencialmente, estes invariantes irdo formar o que pode ser identificado
como a parte automatizada do esquema (referente a uma representacéo especifica),

dentro da teoria de Campos Conceituais.

Dessa forma, concluimos que o uso destes softwares em que mdultiplas
representacdes sao utilizadas pode, seguramente, ser incentivado para uso em sala

de aula.

Este trabalho deixa algumas questbes em aberto que poderiam ajudar a
estabelecer conclusées mais abrangentes em estudos futuros. Acredito que deveria
ser estabelecido mais claramente o processo pelo qual o estudante constréi seu
conhecimento a partir do uso de mdultiplas representacdes, para que dessa forma,
conhecendo este processo possamos estabelecer estratégias de ensino e praticas
metodolégicas adequadas no ensino de derivada. As respostas dessas questdes
permitem impedir que 0s vicios e concepc¢des alternativas dos estudantes, implicitos

neste processo de conceitualizacdo da derivada sejam reforcadas através de
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atividades de simulagdo computacional. Assim possuindo clareza na forma com a
gual os estudantes constroem seu conhecimento, os educadores serdo capazes de
garantir que a simulacdo néo represente uma ferramenta de ensino detrimental e sim

uma aliada, uma vez que sera aplicada de forma adequada.
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APENDICE A.1

UNILASALLE 57

CENTRO UNIVERSITARIO LA SALLE

CIENCIAS CONTABEIS - MATEMATICA I TESTE 2 Daniela C. M. Torresan

Nome:

Questao 1 (1,2 pontos)

Observe o gréfico e responda:

a)Domf (x) = b)Iir711 f(x)=

c)lim f(x) = d)Iinq f(x) = f'
X-1" X—

e) lim f(x) = f)lim f(x) =

Questéao 2 (0,8 ponto)
Determine o coeficiente angular da reta tangente a funcao f(x) = 3x—%x3 emx = 2.

A reta é crescente ou decrescente?

Questao 3 (1,6 pontos)

Uma bola é solta de cima de um prédio de 100 m de altura. A distancia da bola, em
relacdo ao solo, t segundos apoés ela ser solta, € dada pela expresséo s(t) = 100 —
5t%,

a) (0,3) Qual a disténcia da bola, em relacéo ao chéo, apos 2 segundos de descida?
b) (0,5) Quanto tempo a bola leva, aproximadamente, para atingir o solo?

c) (0,5) Qual a velocidade inicial da bola?

d) (0,3) Qual a velocidade da bola no momento do impacto com o solo?

Questao 4 (1,4 pontos)

Uma bola move-se ao longo de uma reta horizontal, de acordo com a equacao

s(t) =2t -4t* +2t -1
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a) Determine em que instantes a velocidade da bola é zero.

b) Determine o valor da aceleracdo nos instantes em que a velocidade é zero.
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APENDICE A.2

ATIVIDADE REALIZADA COM AUXILIO DO SOFTWARE MODELLUS NA RESOLUGAO DE UMA
SITUACAO-PROBLEMA DE UMA APLICACAO EM FISICA PARA ABORDAR O CONTEUD O DE DERIVADA.

Situacdo — problema:

Uma bola é atirada verticalmente para cima a partir do chdo, com uma velocidade inicial de
64m/s. Se o sentido positivo da distancia do ponto de partida for para cima, a equacao do

movimento serd S=-8t* +64t. Seja t o nimero de segundos (s) decorridos desde que a
bola foi atirada e s 0 nimero de metros (m) da distancia pela bola a partir do ponto inicial em
ts.

CONSTRUA A SIMULAGCAO DA SITUACAO-PROBLEMA, SEGUINDO OS PROCEDIMENTOS ABAIXO.

1) Na janela Modelo digite a equacdo do movimento da bola e clique no botdo
Interpretar ;

ol | R I | N | | P e JESEA =

2
5=-8x17+64x¢

Modelo interpretado! |

Observacédo: A multiplicacéo é feita por meio do simbolo * e para fazer a poténcia, clique

xh

no icone

2) Na janela Grafico 01 selecione s para vertical , t para horizontal e clique no botdo
Ajustar ;
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O x

s B 9G] E=
‘ 5
n.su-:—

"""" E N - R
Horizontal .
. j 4}.5&5
_, ............ ﬁ iusfar ............. :_

Opgies... -
|

3) Na janela Controlo selecione o icone Opcdes.

figura abaixo e cligue em OK;
Opcgies

Variavel Independente: IZI

Limites

Angulos
* Graus

" Radianos

Hepresentacio

Casas Decimais:

)

Limiar Exponencial: 20|

Tipo de Modelo

[ Iterativo

[ Executar Quando Abrir

0K

Cancelar

S0
Min: ICI Max:

.., preencha os

campos conforme a

4) Ainda na janela Controlo , clique no botéo EI e visualize a construcdo do gréfico na

janela Grafico 01 ;



131

0

t= 0.00

Kl [ e—

20

[l

EE

| Opcioes I

Responda:

Questao 1: O que o grafico dessa fungcdo mostraa ca  da instante?

5) Na janela Animacdo 1, construa a simulacdo da trajetéria da bola, seguindo os

passos abaixo:

5.1) Construa uma reta para representar o chdo. Para isso selecione o icone @ e
cligue no espaco branco dessa janela, em seguida, preencha os campos da janela que
se abrira conforme a figura abaixo e logo apés clique em OK;

Objecto Geométrico %]

Tipo
Mo. de pontos:

" Pontos —
 Segmentos Posigio...

" Poligono

" Circulo Cor: I
* Linha Espessura: (2 ¥
HORIZONTAL YERTICAL
Escalas

1 Pixel = |:|| 1 Pixel = |:|

Origem

Var.

Var. |[Eixos] [

[Eixos]

-

OK

Nome: |[:hﬁu| |

Atributos
[ Nome

[ Valor

[ Pontos

[ Eixos

-

[ Trajectoria

[ Estroboscopia

Por cada passos

Cancelar | Eliminar |

5.2) Crie a bola para a simulacédo da situacdo-problema, selecionando o icone * e
clique sobre a reta construida no item 5.1, em seguida, preencha os campos da janela
que se abrira conforme a figura abaixo e logo ap6s clique em OK;



132

HORIZOMNTAL YERTICAL Nome: |hu|a |
[T N | [0 (const,
t t [const) Atributos
s R | 7 Nome
[ Yalor
[ Eixos
Escalas I+ Trajectoria
1 Pixel =

Por cada passos

1 Pixel = I:I [~ Estroboscopia

[—
| e ]

Tipo

. Imagem| | Procurar |

& Objecto |Particula - |2 -

OK Cancelar | Eliminar | |

A animacao construida a € a simulacdo do deslocamento da bola, da situacao-problema
em questdo, quando atirada verticalmente para cima, a partir do chéo.

6) Na janela Controlo , clique no botéo IZI observe na janela Animacdo 1 a simulacdo
construida responda as seguintes questdes:

Questao 2: Identifique de quanto em quantos segundo s ocorre a marcagao na
trajetdria da bola nesta simulagéo.

Questéo 3: Qual o deslocamento da bola durante cada  segundo percorrido?

Questao 4: Qual a altura maxima atingida pela bola?




Questao 5: Quantos segundos a bola leva para atingi  r 0 seu ponto mais alto?
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Questao 6: Decorridos quantos segundos a bola ating e 0 solo?

Questéo 7: Qual a posicao da bola no inicioe no fi  nal do movimento?

Questdo 8: O que se pode dizer a respeito da veloci dade da bola ap longo da
subida? Justifique sua resposta com base na animagad  o.

Questdo 9: O que se pode dizer a respeito da veloci dade da bola ap longo da
descida? Justifiqgue sua resposta com base na animac ao.

Questdo 10: Qual a velocidade da bola quando ela at inge seu ponto mais alto?
Justifique sua resposta com base na animacao.

Questdo 11: Qual a velocidade da bola no inicio do movimento? E no final?
Justifique sua resposta com base na animacao.
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7) Na janela Modelo digite a equacdo ds=-16t + 64, conforme figura abaixo, a qual
representa a derivada da funcdo que expressa o movimento da bola e clique no

botéo Interpretar ;

ol | R IR | N Y Y S =

2
s=-Bxi+6dxf

ds=-16=1 +64

Modelo interpretado! |

Obs. Posicione o mouse no final da 12 equacéo e aperte “Enter” para iniciar a digitacdo
da 22 equacdo.

8) No menu Janela selecione Nova Tabela e marque as variaveis t e ds. Arraste a
janela Tabela 1, pela barra horizontal azul, posicionando-a abaixo da janela Grafico
01;

9) Na janela Gréfico 01 selecione s e ds para Vertical et para Horizonta |.

10) Cliqgue no botdo EI da janela Controlo , observe a construcdo dos gréficos e da
tabela e responda as questdes abaixo:

Questdo 12: O que representa os valores de sem 0s e 8s?

Questdo 13: O que representa os valores de dsem 0s e 8s?

Questao 14: O que acontece com os valores de ds, em modulo, nos 4 primeiros
segundos de movimento?




Questdo 15: O que acontece com os valores de ds, em maodulo, nos 4 dltimos
segundos de movimento?
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Questéo 16: O que acontece com o valor de ds quando  t € igual a 4 segundos?

Questéo 17: O que acontece com o valor de ds quando  t € igual a 8 segundos?

Questao 18: Qual o valor da velocidade instantanea  da bola em 3s? E em 5s?

Questdo 19: Qual a relacdo que se pode fazer entre  a velocidade da bola e o
instante que ela atinge seu ponto mais alto?

Questdo 20: Qual a relacdo que se pode fazer entre  a velocidade da bola e nos

instantes inicial e final do movimento?
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APENDICE A.3

UNILASALLE 57

CENTRO UNIVERSITARIO LA SALLE

CIENCIAS CONTABEIS - MATEMATICA Il RECUPERACAO TESTE 2 Daniela C. M. Torresan

Nome:

Questao 1 (1,2 pontos)

Observe o gréfico e responda:

a)Domf (x) = b)Iir711 f(x)=

c)lim f(x) = d)Iinq f(x) =
X-1" X—

e) lim f(x) = f)lim f(x) =

Questéao 2 (0,8 ponto)
Determine o coeficiente angular da reta tangente a funcao f(x) = —% x® +gx2 emx =

1. A reta é crescente ou decrescente?

Questao 3 (1,8 pontos)

Uma bola é atirada verticalmente para cima a partir do chdo, com uma velocidade
inicial de 24 m/s. Se o sentido positivo da distancia do ponto de partida for para
cima, a equagdo do movimento serd s=-2t” + 24t . Seja t o nimero de segundos (s)
decorridos desde que a bola foi atirada e s o numero de metros (m) da distancia

percorrida pela bola a partir do ponto inicial em t s.

a) Qual a velocidade instantdnea da bola ao fim de 3s? A bola estd subindo ou
descendo?

b) Qual a velocidade instantanea da bola ao fim de 5s? A bola estd subindo ou
descendo?

c) Quantos segundos a bola leva para atingir seu ponto mais alto?

d) Qual a altura maxima atingida pela bola?
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e) Decorridos quantos segundos a bola atinge o solo?

f) Qual a velocidade instantadnea da bola quando ela chega ao chao?
Questao 4 (1,2 pontos)

Uma bola move-se ao longo de uma reta horizontal, de acordo com a equacao

s(t) =2t*-6t*-18+8

c) Determine em que instantes a velocidade da bola é zero.

d) Determine o valor da aceleragéo nos instantes em que a velocidade € zero.
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APENDICE B.1

UNILASALLE 57

CENTRO UNIVERSITARIO LA SALLE

CIENCIAS CONTABEIS - MATEMATICA Il TESTE 2 Daniela C. M. Torresan

Nome:

Questao 1 (1,0 ponto)
A reta tangente & funcdo f(x) = 2x-x> no ponto P(-2, f (-2)) é crescente ou
decrescente?

Questao 2 (1,0 ponto)
Esboce o gréfico de uma funcéo f paraaqual f(1) =2,f" (1) =0, f'(x) >0sex<le f
“(X) <0oux>1.

Questéo 3 (1,0 ponto)
Associe a funcdo representada graficamente com o gréfico (a) ou (b) de sua

respectiva funcao derivada.

y=1(x) (@) (b)

Questéao 4 (1,0 ponto)

Duas particulas movem-se ao longo de uma reta horizontal, de acordo com as
equagbes s =t*-4t°+2t° -1 e s, = -2t>+1%* -9, onde s representa a posigado
da particula e € medida em metros e t, o tempo, em segundos.

a) Qual o valor da derivada de s e s, emt=3s?

b) Quais das particulas tém maior velocidade (instantanea) entre os instantes t = 3s
et=4s?
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Questédo 5 (1,0 ponto)
Uma particula move-se ao longo de uma reta horizontal, de acordo com a equacao
s=2t®-3t?-12+8, onde s representa a posicdo da particula e é medida em

metros e t, 0 tempo, em segundos. Ache a velocidade instantanea, v(t) cm/s, da
particula em 3s.
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APENDICE B.2

Atividade 1:

[
EE

Ficheiro Editar Caso Janela Help

(A2 ]3] ] L] = E=IRES | EAE
| t= 2000
] 20
[+] e ] ]
|b|l|l1|bl|,4_—|| |I]p;Ees...|

text
7| ayelelolelcleololelololololcloleiolclolole)

| R [=]
A simulacdo acima representa o movimento de um carrinho, em uma linha horizontal, durante :‘

20 segundos. De modo que a posigdo, em centimetros, do carrinho é expressa pela equacio
s[i] = 20t

0 instante t=0 segundos representa 0 momento em que inciou a observagio do moviemento.

A tabela ao lado indica a posicio do carrinho e a variagio da posigio do carrinho a cada
instante t.

Responda:

Descreva o comportamento da velocidade do carrinho durante os 20 s? Faga uma justificativa
para sua resposta com base na tabela e outra com base na animacgéo.




300.00

200.00

400.00

ol | R IR N |

|

| Interpretarl | | |q_.m| |(§

s=20x¢

v=20

Modelo interpretadol
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Atividade 2:
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text
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20 segundos. De modo que a posicio, em cenfimetros, do carrinho & expressa pela equagio
sf=t"~2

0 instante t=0 segundos representa o momento em que inciou a observacio do moviemento.
O grafico ao lado indica a posigio do carrinho. em centimetros, a cada instante t.

A tabela ao lado indica a posicao do carrinho e a variagdo da posicao do carrinho a cada
instante t.

Responda:
a)] Descreva a velocidade do carrinho durante o percurso? Faca 3 justificativas para sua

resposta. A primeira tendo como base a animacio, a segunda tendo como base atabela e a
iltima tendo como base a inclinagdo das retas tangentes ao grafico.

b ] A partir da equacao que representa o movimento do carrinho, encontre uma expressio que
fornega a velocidade do carrinho a cada instante.

c] Em que instante a velocidade € minima? Qual € esse valor? Faga 3 justificativas para sua

resposta. A primeira tendo como base a animacgio, a segunda tendo como base a tabela e a
iltima tendo como base o grafico.

d) Em que instante a velocidade & maxima? Qual & esse valor? Faga 3 justificativas para sua
resposta. A primeira tendo como base a animac3o. a sequnda tendo como base atabelae a
(ltima tendo como base o gréfico.

(][] [=

A simulacdo acima representa o movimento de um carrinho, em uma linha horizontal, durante

142



Grafico 1

Ajustar

Opcobes...

5 | B3 | I Y | Y

5=1‘2

143



144

Atividade 3:

Casos'B [ &L AL E=|=1RETEE=
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4 | t= 20
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(][] [=

A simulagio acima representa o movimento de um carrinho, de controle remoto, em uma |
linha horizontal, durante 20 sequndos. De modo que a posigio, em centimetros, do carrinho & |
expressa pela equagio
s[t) = 40t-t~ 2

0 instante t=0 segundos representa 0 momento em que inciou a observacdo do moviemento.
0 gréafico ao lado indica a posicio do carrinho, em centimetros, a cada instante t.

A tabela ao lado indica a posicao do carrinho e a variagao da posigao do carrinho a cada
instante 1.

Responda:

a) Descreva o comportamento da velocidade do carrinho durante o percurso? Faga 3
justificativas para sua resposta. A primeira tendo como base a animacio, a sequnda tendo
como base a tabela e a {ltima tendo como base a inclinagiio das retas tangentes ao grafico.

b ] A partir da equacgdo que representa o movimento do carrinho, encontre uma expressio que
forneca a velocidade do carrinho a cada instante.

c] Em que instante a velocidade € minima? Qual € esse valor? Faga 3 justificativas para sua
resposta. A primeira tendo como base a animacéo, a sequnda tendo como base a tabela e a
iltima tendo como base o grafico.

d] Em que instante a velocidade € maxima? Qual € esse valor? Faga 3 justificativas para sua
resposta. A primeira tendo como base a animacao, a segunda tendo como base a tabela e a
ultima tendo como base o grafico.
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Atividade 4:
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caos =
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A simulagdo acima representa o movimento de um carrinho, de controle remoto, em uma linha =4
horizontal, durante 20 segundos. De modo que a posigio. em centimetros, do carrinho & expressa

pela equacgio
sft] = 40t-t* 2

0 instante t=0 seqgundos representa 0 momento em que inciou a observacdo do moviemento.
0 grafico ao lado indica a posigdo do carrinho, em centimetros, a cada instante t.

A tabela ao lado indica a posigdo do carrinho e a variacio da posicdo do carrinho a cada instante t.

Responda:

a] Descreva o comportamento da velocidade do carrinho durante o percurso? Faga 3 justificativas
para sua resposta. A primeira tendo como base a animagio, a sequnda tendo como base a tabelae a
iiltima tendo como base a inclinagio das retas tangentes ao grafico.

b ] A partir da equagio que representa o movimento do carrinho, encontre uma expressio que
forneca a welocidade do carrinho a cada instante.

c) Em que instante o valor da velocidade & minima? Qual o valor dessa velocidade? Justifique sua
resposta.

d] Em que instante o valor da velocidade & maxima? Qual o valor dessa velocidade? Justifique sua
resposta.
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APENDICE B.3

UNILASALLE 5}

CENTRO UNIVERSITARIO LA SALLE
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CIENCIAS CONTABEIS - MATEMATICA Il RECUPERACAO TESTE 2 Daniela C. M. Torresan

Nome:

Questédo 1 (1,0 ponto)

Uma particula move-se ao longo de uma reta horizontal, de acordo com a equacao

s:%t3—8t2+60t+20

a) Ache a velocidade instantanea, v(t) cm/s, da particula em 4s.

b) Determine os intervalos de tempo em que a particula move-se para direita, para

esquerda e quando a particula inverte o sentido do movimento.

Questao 2 (1,0 ponto)

Duas particulas A e B movem-se ao longo de uma reta horizontal. O movimento da

. . ~ 1 .
particula A é expresso de acordo com a equacgao S, =§t3 -4t + 64t e 0 movimento

. ~ 1
da particula B, de acordo com a equacgao sg :—§t3+322, onde s representa a

posicdo da particula, € medido em metros e t, em segundos. Sabendo que a tabela
ao lado mostra a posicao das particulas nos primeiros oito segundos de movimento,
descreva o comportamento da velocidade de cada uma das particulas nos primeiros

oito segundos de movimento.

t (s) Sa (M) Se (M)
0 0 0

1 31,67 60,33

2 125,33 114,67
3 270,00 165,00
4 490,67 213,33
5 758,33 261,67
6 312,00 1080,00
7 366,33 1453,67
8 426,67 1877,33




Questao 3 (1,0 ponto)
Para quais valores de x a reta tangente a funcdo f(x) =2x—- x> é crescente e
decrescente?

Questéo 4 (1,0 ponto)

Esboce o grafico de uma funcéo f para a qual

fQ=-1L, f@M=0 f'(X)<0 se x<le f'(X)>0 se x>1
Questao 5 (1,0 ponto)

Esboce o gréafico da funcéo derivada do gréafico abaixo.

i
v

Bom Trabalho!
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APENDICE C

1. Estudante D.A.:

Professora: A 12 questdo do teste 2 (pos-teste) era semelhante a qual do teste 1
(pré-teste)?

D.A.: Igual a 3?

Professora: Por qué? O que vocé fez na 3?

D.A.: Fiz primeiro a derivada.

Professora: Por que fez 1°a derivada?

D.A.: Pra achar a velocidade instantanea, certo? Fiz a 2° derivada também pra
achar a aceleracdo. Certo? SO que faltou fazer a Bhaskara da 1°derivada, aqui no
teste 1.

Professora: Por qué? Precisava?

D.A.: Precisava. Pra achar os... Limites, é limites, né?

Professora: O tempo.

D.A.: Isso! O tempo de inversdo que vai para direita, para esquerda e a posicao de
inversao.

Professora: Essa questdo dois da tabela, o que vocé fez... Como é que vocé
pensou para dizer se a velocidade esta aumentando ou diminuindo, ou ela para em
5?

D.A.: E assim. Olhando aqui, né? No caso, era a “a”, ela foi aumentando a distancia,
gue ndo era proporcional, a velocidade deveria aumentar também em um certo grau,
né?

Professora: Entéo vocé esta trabalhando com a diferenca?

D.A.: De espaco percorrido.

Professora: Ta.

Esvocédante_1: Ai o que aconteceu depois, como do espaco 5 até o 6 segundos
ele diminui o espaco percorrido aqui; entdo quer dizer o seguinte, que teve uma
diminuicao da velocidade. A velocidade diminui e ai ele s6 conseguiu percorrer
nesse segundo aqui, s6 312 e ndo 758.

Professora: E se eu colocasse assim: Faca algum célculo. Que célculo vocé faria
para mostrar que a velocidade estd aumentando ou diminuindo?

D.A.: Eu ia através da derivada, ia achar a velocidade.

Professora: E por que vocé néao fez derivada ali?

D.A.: Deste aqui? (apontou para a questao)

Professora: Por que vocé usou a diferenca e néo a derivada?

D.A.: Porque no grafico (no caso a tabela do enunciado) estava bem claro que
estava sendo feito o aumento de tempo e espaco.

Professora: Mas isso néo é velocidade média?

D.A.: Seria velocidade média se nao tivesse ponto a ponto e eu somasse todos e
assim a acharia a velocidade média.

Professora: Mas de 1 a 2 segundos...

D.A.: Ele percorreu de 1 a 2 segundos ele percorreu 30 metros né?

Professora: Ta.

D.A.: De 1 a 2 segundos ele percorreu 125, entendeu? De 1 a 2! E se vocé for
diminuir este por ele, vocé vai ver que o que ele percorreu foi bem maior. O tempo
que ele percorreu del até 2 foi bem maior que de 0 até 1.
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Professora: Ta eu entendo isto! Mas vocé fez essa diferenca do 125 pelo 31?

D.A.: Isto aqui é para eu ver 0 quanto ele andou naquele segundo a mais.
Professora: Mas quanto que ele percorreu no instante 1 e no instante 2 segundos?
Em 1 segundo e em 2 segundos sera que realmente esta...

D.A.: Em 1 segundo aqui ta dizendo que percorreu 30,67.

Professora: N&o, mas a velocidade do carro em 1 segundo, a velocidade do carro
em 2 segundos... Porque fazendo isso vocé nao esta fazendo a velocidade média
entre 1 e 2 segundos? Entre o 2 e 3 segundos?

D.A.: Ahan!

Professora: Outra pergunta. E diferente calcular a velocidade média em cada
segundo aqui e de calcular a velocidade instantanea em cada segundo?

D.A.: E diferente.

Professora: Por qué?

D.A.: Porque se for calculada a velocidade média vocé ndo vai ter exata a
velocidade naquele segundo ali. Mas o raciocinio que eu tive foi assim. Como ele
pegou aqui de 0 a 1 segundo, ele percorreu 31 metros, né? E de 0 a 2 segundos ele
percorreu 125 metros. A gente poderia fazer a relacdo se for fazer velocidade média
vai dar bem maior né? Mas o que eu fiz... como a velocidade se eu faco a derivada
do O até 1, vai me dar um valor de velocidade. E se eu fizer no instante 2 ele vai me
dar um valor maior porque ele percorreu um espago maior.

Professora: S6 um pouquinho. Deixa-me ver se eu entendi. A velocidade média
entre 1 e 2 é menor que a velocidade instantanea em 1 segundo? E isso ai que vocé
falou?

D.A.: Nao. Assim oh! Se eu for fazer o calculo de velocidade média, ela vai dar um
valor, né? Diferente da velocidade instantanea!

Professora: Certo.

D.A.: Ta! Como eu fiz assim, oh! A que ele percorreu num espaco de 0 a 1 segundo,
ele percorreu 31 metros, e de 0 a 2 segundos, ele percorreu 125 metros, certo? Ta.
Dai o que aconteceu? Como de 0 a 1 segundos a distancia que ele percorreu, a
distancia é bem menor de 1 a 2, entdo quer dizer o seguinte. A velocidade no
instante de 125 teve um aumento em relagéo ao 1.

Professora: Sim, mas aumentou a velocidade média ou a instantanea?

D.A.: A instantanea.

Professora: Mas como vocé sabe se a velocidade instantanea se vocé esta fazendo
entre 1 e 2 segundos. Ou vocé deduz que é?

D.A.: E...em termos, por que se eu for fazer o calculo vai dar maior.

Professora: Que calculo?

D.A.: De derivar 0 espaco para achar a velocidade.

Professora: Vocé vai derivar e aplicar em que valor?

D.A.: Como assim? Ta, vou derivar este aqui que vai me dar a 1° derivada, seria
velocidade, né? Dai eu vou substituir os tempos, no tempo 1 e no tempo 2 e dai ele
vai me dar a velocidade naqueles instantes ali.

Professora: E nisso aqui, vocé se lembrou de alguma coisa do laboratério quando
foi fazer essa questao?

D.A.: Ela lembrou aquela que o grafico tem a concavidade para baixo. Aquela que,
sobe, sobe, sobe, até 400 e depois desce, desce, desce, e 0 valor ta sempre
diminuindo. E ela troca de sentido s6 que aumenta em maodulo.

Professora: Ok.

Professora: Vamos ver a questdo 3 do teste 2 (pds-teste) é igual a qual questdo do
teste 1 (pré-teste)?
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D.A.: lgual a 1.

Professora: E essa questdo do pos-teste o que te lembrou da aula do computador
ou néo te lembrou nada, s6 da sala de aula?

D.A.: E...Acho que n&o.

Professora: Por que vocé derivou?

D.A.: Pra achar o ponto onde inverte ndo é?

Professora: Inverte o qué?

D.A.: O sentido.

Professora: Mas ai vocé ta trabalhando com a velocidade?

D.A.: Nao, néo...

Professora: E a mesma coisa, s6 que vocé igualou a zero para ver onde inverte o
sentido, mas isso se faz na velocidade. Mas qual a relacdo que vocé fez disso com...
D.A.: Pra saber em que ponto ela é crescente e em que ponto ela é decrescente.
Professora: Mas porque vocé derivou para saber isso? Precisava derivar?

D.A.: Precisava.

Professora: Por qué?

D.A.: Porque para achar a reta tangente tem que derivar!

Professora: E isso te lembra do laboratério? De reta tangente que tem que derivar?
D.A.: Nao me lembro.

Professora: Ent&o foi algo meio mecanico assim, falou reta tangente, deriva?

D.A.: Nao! To tentando me lembrar qual foi dos exemplos do laboratorio. Teve um
exemplo que mostrou isso aqui.

Professora: Ta, ndo precisa lembrar do exemplo. Lembra do que a gente fez que te
ajudou a lembrar. Qual exemplo que te deu a luz para fazer isso?

D.A.: E que assim oh! Se eu for fazer pela funcéo, a funcéo vocé s6 tem as posi¢des
no grafico, e o Unico jeito de vocé achar o ponto mesmo, aonde vocé vai saber como
é crescente e decrescente, € derivando, ndo €?

Professora: E! Mas qual a relacdo que tem entre a derivada e a reta tangente que
esta nessa questdao? Como vocé vé isso ai?

D.A.: Nao séo iguais? Nao estou entendendo 0 que vocé quer perguntar.

Professora: T&. Uma reta para ser crescente ou decrescente depende do qué?
D.A.: Da reta tangente!

Professora: Uma reta, independente se ela for tangente ou nédo, pra eu identificar se
ela é crescente ou decrescente, onde que vocé olha?

D.A.: O sinal né?

Professora: O sinal de quem?

D.A.: O sinal onde a reta tangente corta.

Professora: Nao entendi

D.A.: Nem eu. Nao consegui entender sua pergunta ainda.

Professora: Uma reta, ela tem... eu sei se ela é crescente ou decrescente. O que
me diz se eu tenho que desenhar ela assim (/) ou assim (\)?

D.A.: A derivada.

Professora: O que a derivada me fornece?

D.A.: A derivada nédo é igual a reta tangente?

Professora: A derivada € igual ao coeficiente angular da reta tangente.

D.A.: Ta! Isso.

Professora: OKk! E vocé igualou a 0, por qué?

D.A.: Oh! Pra eu conseguir achar um valor de x.

Professora: Como é que a reta tangente em x=1? Vocé disse que antes de 1 ela
era crescente e depois do 1 ela é decrescente e no 1 como que ela é?
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D.A.: No 1 a reta tangente vai ser paralela ao eixo x.

Professora: Belezal

Professora: Questdo 4 de 2° teste (pés-teste) é semelhante a qual questao do pre-
teste?

D.A.: E pra ser, ndo sei se é. E parecida com a 4.

Professora: Isso mesmo é semelhante, mas nds tinhamos igual no caderno, nao
tinha?

D.A.: Isso, tinha.

Professora: Entdo vamos ver juntos. O que nés temos aqui f(1)= -1. O que quer
dizer isso? Quando x =1, y vale...

D.A: -1

Professora: f'(1)=0, o que quer dizer isso?

D.A.: Quer dizer que na posicdo dox =1 ey é0.

Professora: y é 0. Nao é a derivada aqui?

D.A.: E, na posicédo 1 a reta vai ser paralela ao eixo x.

Professora: Beleza. Entdo quando o x =1 a reta vai ser paralela ao eixo x. SO que a
funcdo passa no 1 e —1. Entdo no 1 e —1 temos um ponto e a fungao vai passar por
aqui.

D.A.: Puxa!!!l Fiz ao contrario!

Professora: O que vocé fez que eu néo entendi?

D.A.: Eu achei que era pra fazer entre o x e 0 —1, mas era sobre o ponto dele. E
esse aqui eu fiz certo ainda (questéo 4 do pré — teste).

Professora: O que é que é isso f'(x)<0 se x <1?

D.A.: Quer dizer que antes de... x quando for menos que zero ele é decrescente.
Professora: Quando x for menor que 1 ndo €? O que € menor que 0?

D.A.: A derivada.

Professora: O que representa a derivada?

D.A.: O sinal.

Professora: De quem?

D.A.: Do x né? Do angulo.

Professora: Do angulo de inclinacdo! Entdo nds vamos desenhar uma funcdo antes
do 1 cujo angulo seja....

D.A.: Menor.

Professora: Na verdade uma reta crescente ou decrescente.

D.A.: Decrescente.

Professora: Desenha pra mim. Isso te lembra alguma coisa da aula de laboratério,
ou néo?

D.A.: Nao.

Professora: Tem que desenhar uma fungdo cuja reta tangente a ela seja
decrescente.

D.A.: Decrescente é assim (o aluno faz o desenho de uma reta decrescente).
Professora: Isso € a reta tangente, e como vai ser a fungcéo?

D.A.: Afuncéo é a reta tangente, ndo €?

Professora: N&o a fungdo é f(x) a reta tangente é a derivada da funcdo em um
ponto.

D.A.: Entéo ela vai ser assim?

Professora: Mas ai vocé ta dizendo que antes do 1 também é 0.

D.A.: Ah! Entdo ela so vai cortar!

Professora: 1sso, isso.

D.A.: Mas nao diz em que ponto!
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Professora: Nao, néo fala, € sé pra ti esbocar.

D.A.: Ah! Entdo quando ela corta aqui dai ela vai ser 0!

Professora: Isso. E se for maior que 1 o x, f'(x)>0. Como que vocé vai desenhar
isso? f'(x)>0? O que quer dizer?

D.A.: f(x)>0 quer dizer que ela é crescente.

Professora: Quem é crescente?

D.A.: A funcéao.

Professora: Entdo desenha uma funcgéo crescente depois do 1.

D.A.: Depois do 1? Pra cima assim?

Professora: 1sso. Mas isso aqui ndo comeca no 1, né?

D.A.: Ah ta! Aqui entao!

Professora: Mas aqui ndo tem um bico?

D.A.: Tem.

Professora: Existe derivada em um bico?

D.A.: Nao.

Professora: Na&o! E ali esta dizendo que vocé tem derivada no 1 e ainda em O,
entdo como € que fica o grafico dessa funcao?

D.A.: Entédo ela ndo é um bico € uma voltinha assim.

Professora: Parecido com uma parabola ndo €?

Professora: E essa questdo aqui (questédo 5 do pos-teste)?

D.A.: Essa eu me lembrei da aula de laboratério quando vocé fez no quadro branco
alguns exemplos.

Professora: Como vocé pensou para resolver isso ai?

D.A.: Em x=1 e x=3 esta dizendo que a reta tangente aqui € 0 né? Entdo eu botei
aqui O e ai eu tenho que cruzar ali (desenhou com o dedo uma curva interceptando
em x=1 e x=3).

Professora: Mas podia cruzar assim também?

D.A.: Podia. Depois que o angulo aqui é maior do que este daqui, € ai como o
angulo é maior, deduzi que no 2 seria um ponto minimo.

2. Estudante M.P.:

Professora: A questdo 1 do teste 2, pds-teste, € igual a qual questao do teste 1?
M.P.: E igual a questdo 3?

Professora: Isso! Pra vocé resolver essa questdo (questdo 1 do teste 2), vocé
lembrou de alguma coisa da aula de laboratorio?

M.P.: Com certeza!

Professora: Do que vocé lembrou?

M.P.: Eu consegui visualizar o carrinho fazendo todo o percurso... e me lembrei de
todos os pontos que vocé falou: a velocidade instantdnea na particula em 4
segundos, o grafico na tela e no instante de 4 segundos que a gente parou, pra ver.
Professora: O que no grafico mostrava a velocidade?

M.P.: Ele mostrava o movimento que o carrinho ia fazendo, a distancia que ele ia
percorrendo, num determinado periodo. De tantos em tantos segundos o quanto ele
andava, mais ou menos até que as bolinhas aquelas iam aumentando a distancia.
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Professora: Mas a velocidade, quando vocé falou do grafico. O grafico geralmente
era uma parabola, ou com a boca para cima, ou com a boca para baixo... Vocé
derivou ai, né? Pra calcular a velocidade?

M.P.: Sim!

Professora: E 0 que o grafico la da aula de laboratério te lembrou pra fazer essa
questdo? Porque la na aula de laboratério a gente ndo precisou derivar. Vocé sé
visualizava.

M.P.: Foi justamente isso, né? E que eu ia vendo, entendendo o grafico da derivada,
que até entdo eu so6 entendia o grafico da funcao.

Professora: Na aula de laboratério... Fizemos s6 o da velocidade...

M.P.: Que seria o gréafico da derivada.

Professora: Aquela curvinha?

M.P.: Isso!

Professora: Aquela curvinha, ndo era o grafico da velocidade era o grafico da
posicao.

M.P.: Do ponto que ele ia percorrer num determinado tempo?

Professora: Isso.

Professora: T4, mas néo é velocidade isso?

M.P.: Nao, se eu pegar aqui oh... o tempo 1 e substituir nessa férmula aqui do “s” eu
vou ter o valor de “s”.

Professora: Dai eu vou ligar o t1 com o valor de “s” que esta no eixo y. Entdo o que
mostrava que ela estava indo com a concavidade pra baixo era que ela estava
diminuindo a velocidade. Mas porque a distancia entre os distantes ia...

M.P.: la diminuindo...

Professora: Mas, vocé tem uma idéia de como é a velocidade, mas além do formato
do gréfico, pra ter certeza do que estava acontecendo com o valor da velocidade, o
gue mais ele te mostrava?

M.P.: A direcéo: se era positiva ou negativa. Eu me lembrei disso.

Professora: Nesse caso aqui, em nenhum momento a reta tangente daquela funcao
te ajudou em alguma coisa?

M.P.: Na questdo 1? N&o. E que essa questdo 1 aqui eu ja tinha pegado bem na
aula anterior.

Professora: Como minha explicagéo, em sala de aula?

M.P.: Isso.

Professora: Entdo o que mais te ajudou foi a minha explicagéo, do que a aula de
laboratorio?

M.P.: E! Fixou. A aula de laboratorio fixou é pra ver o abstrato.

Professora: E por que tinha que derivar?

M.P.: Eu so6 tava aceitando o que vocé tava falando. Porque vocé é a professora
entdo eu tenho que aceitar. Mas ali, no laboratério, vocé provou. Ai eu acreditei.
Entédo eu realmente aprendi o porqué.

Professora: Mas como € que vocé aprendeu se ndés ndo derivamos na aula de
laborat6rio? E isso que eu quero saber se valeu mesmo. Porque aqui vocé derivou...
Vocé viu os sinais, e la a gente nao derivou...

M.P.: Mas l4 eu vi... Como é que é na pratica. Eu ndo usei a aula de laboratério pra
resolver essa questdo em especifico, eu usei na outra la...

Professora: Te ajudou pra compreender o porque vocé tem que derivar? Ou que te
ajudou a aceitar que vocé tem que derivar?

M.P.: Me ajudou a visualizar o porqué que tem que derivar. O que é a derivacéo que
vocé me explicou. E a taxa de variacdo, me ajudou a enxergar a taxa de variacao.
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Eu ndo enxergava isso. No laboratorio eu enxerguei a taxa de variacdo. A derivada
tudo bem! O angulo da reta tangente ta! Mas e a taxa de variagdo? E aquilo ali que
eu enxerguei?

Professora: Sé que a taxa de variacdo vocé consegue ver nos intervalos, a cada
segundo. A taxa de variacdo vocé conseguia ver aonde?

M.P.: Nos intervalos a cada segundo. Nas bolinhas da animacéao.

Professora: Na questdo 3 (pOs-teste). Essa vocé lembrou da aula de laboratorio, ou
nao?

M.P.: Essa aqui eu fiz mais pela derivada mesmo. Eu sabia que para saber se a reta
€ crescente ou decrescente eu tenho que ver se a derivada é maior ou menor que
zero.

Professora: Por que a derivada?

M.P.. Porque a reta tangente é a derivada. A inclinacdo da reta tangente. A
inclinagdo vai me dizer se ela... se a inclinagdo dela for para cima é por que ela é
crescente...positiva. Ou se ela € decrescente, negativa, menor que zero.

Professora: E por que vocé igualou a 0?

M.P.: Praisolar o x e achar o valor.

Professora: E a reta tangente no valor x =1 como € que vai ser?

M.P.: A reta tangente?

Professora: E. A reta tangente da funcdo em x=17?

M.P.: Ela é assim crescente.

Professora: No x=1 ela é crescente?

M.P.: Aqui é +1, né? Aonde ela corta 0 1? Sim! Eu enxergo assim (fez um gesto com
a mao mostrando a inclinacdo de uma reta tangente).

Professora: Ta. Aqui (no grafico do estudo dos sinais da funcéo derivada) vocé diz
gue depois do 1...

M.P.: Ela é positiva.

Professora: Quem é positiva?

M.P.: Todos os valores que se incluem naquela fungéo... Maiores do que 1.
Professora: Maiores do que 1, a reta tangente é crescente?

M.P.: Huhum...

Professora: Entdo, imagina... Eu tenho uma funcéo, que eu ndo sei como é que € 0
gréfico dela, mas depois de 1 a reta tangente é sempre crescente. Certo? E antes
do 1?

M.P.: Eu tenho valores menores do que 0.

Professora: Menores do que 0. Entdo quer dizer que as retas tangentes na minha
funcdo sao o qué?

M.P.: Decrescentes.

Professora: E no 1 como € que vai ser a reta tangente?

M.P.: Zero, com inclinacdo horizontal.

Professora: Certo. Antes vocé conseguia ver isso?

M.P.: N&o.

Professora: O que vocé estava pensando antes que eu nao entendi?

M.P.: Nessa questdo eu nao pensei isso.

Professora: Nao?

M.P.: Nao. Foi s6 pela regra dos sinais e deu! Aqui eu ndo enxerguei, nao visualizei
isso ai.

Professora: A gente vai discutir isso nessa aqui. Oh!

M.P.: Ah! S6 na questdo 5. Ai que a reta tangente pegou...
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Professora: Entdo como a derivada tem duas interpretacfes? Taxa de variacao
instantanea e inclinacdo da reta tangente. Entdo se no x=1 vocé igualou a 0 sua
derivada é porque a sua derivada é zero quando x=1. Entdo derivada é 0 quando a
inclinag&o da reta tangente...

M.P.: E 0.

Professora: Isso ai!

M.P.: Horizontal.

Professora: Essa questdo dois da tabela, o que vocé fez? Pelo que eu analisei aqui,
do que vocé resolveu, vocé fez a diferenca entre...

M.P.: Cada intervalo.

Professora: E isso foi te dando o qué?

M.P.: Isso aqui eu me lembrei da aula de laborat6rio. Que a gente pegou cada
intervalo e foi vendo a taxa de variacdo. E isso que eu tava vendo aqui oh! Quanto
que ele percorreu de segundo em segundo. Dai eu fiz o qué? A diferenca em
segundos, isso foi o que eu botei no grafico (apontou para tabela que fez das
diferencas) aqui. Pra mim isso aqui é a taxa de variacdo. Entdo analisei aqui no
primeiro (coluna das diferencas da particula A), como a taxa de variacao foi sempre
crescente, foi sempre aumentando, ele teve uma velocidade crescente de 0 a 8
segundos. Foi isso que eu percebi. E no B eu percebi que ela foi diminuindo até os 4
segundos, que ela quase parou. Porque had uma diferenca de um milésimo.
Professora: Esse teu negoécio de quase parar... Esses valores sdo valores de
quem?

M.P.: Daqui da velocidade, da taxa de variacao!

Professora: Mas qual é a velocidade de um carrinho quando esta parado?

M.P.: Quando ta parado é nula. Mas aqui ele nédo parou. Ele quase parou.
Professora: Mas entdo, ndo teria que estar proximo do 0?

M.P.: Sim.

Professora: E nao ta préximo do O e sim de 48,33.

M.P.: TA bom, mas assim oh...

Professora: Vocé ta fazendo a diferenca das velocidades?

M.P.: E.

Professora: Ta fazendo a taxa de variacao da velocidade.

M.P.: E, eu acho que eu me confundi com a aceleracéo. E foi isso que eu fiz aqui.
Professora: Ta e essa velocidade aqui que vocé ta calculando, diz o valor que o
carrinho tem no 1° segundo, 2° segundo, no 3° segundo...?

M.P.: Ndo, ndo, da uma velocidade média. N&o é uma velocidade instantanea.
Professora: Vocé sabe uma tendéncia, um valor aproximado?

M.P.: Isso. Agora eu entendi o que vocé quis me dizer. Ele aumentou! Realmente,
48,33 e 48,34.

Professora: Entdo no b a velocidade ta sempre...

M.P.: Aumentando...

Professora: Qual seria a velocidade do carrinho em 8 segundos? O que eu teria
gue fazer para descobrir a velocidade dele em 8 segundos?

M.P.: Dividindo a distancia pelo tempo, pela férmula!

Professora: Mas a formula da velocidade média ou instantdnea? Por que sempre
que eu quero saber a velocidade instantanea, € a velocidade do carro em 8
segundos.

M.P.: Entédo eu tenho que pegar a formula dele, derivar, achar a formula da derivada
em qualquer ponto, e aplicar 8 no t.
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Professora: Ta. Entdo, quando eu falo velocidade vocé fica sempre pensando em
taxa de variagdo. Vocé nao pensa direto na derivada?

M.P.: N&o. Automatico, para resolver uma questdo vai direto na derivada. Olho a
velocidade, se a funcdo nao t4 derivada vou derivar automético.

Professora: Ta e aqui por que vocé nao derivou?

M.P.: Porque eu imaginei a taxa de variagao.

Professora: Eu sei que vocé compreendeu que o comportamento da derivada aqui
no B esta sempre aumentando. Mas sera que realmente ela aumenta? Por que se
eu for fazer a derivada... Vamos olhar essa questdo aqui.... Vamos pegar o s da
particula a. E vamos derivar. Entdo o que vai dar?

M.P.: Zero.

Professora: O que é 0?

M.P.: Velocidade parada.

Professora: A velocidade do carrinho em 8 segundos. Entdo em 8 segundos a
velocidade é zero. Quanto é a velocidade em 0 segundos?

M.P.: A velocidade em 0 segundos é parado. Esta nula. A velocidade...

Professora: Vocé esta olhando aqui, mas bota na formula. Pra ver se vai dar. Aqui
ela t4 na posicdo 0. Aqui a velocidade de 8. E a velocidade em 0. Tem que botar 0
aqui.

M.P.: Vai dar 64.

Professora: Vai dar 64. Entdo a tabela. Ela mostra a posicdo do carro a cada
instante. Mas a velocidade dele é 0. O que isso quer dizer? Que ele ta vindo com um
velocidade e eu bati uma foto. Dai naquela foto onde eu bati, eu vou contar meu
instante O e ali vai ser minha posic¢ao inicial. Por isso a posicdo esta 0. Mas ele ja
tava vindo com uma velocidade. Conforme passa o tempo esta indo pra O.

M.P.: Entdo para resolver essa questao eu teria que fazer a derivada.

Professora: A derivada.

M.P.: A derivada e ir substituindo.

Professora: Sim. Por qué? Porque essa diferenca aqui que vocé me mostra. E uma
diferenca entre o 7° e 0 8° segundo de movimento. Vocé ndo sabe o0 que esta
acontecendo, pode ser que dé uma queda brusca e a velocidade fique 0.

M.P.: E nesse aqui eu me lembrei da aula. Que agente viu essa diferenca.
Professora: Sim. Por qué? Porque essa diferenca aqui que vocé me mostra. E uma
diferenca entre o 7° e 0 8° segundo de movimento. Vocé ndo sabe o0 que esta
acontecendo, pode ser que dé uma queda brusca e a velocidade fique O.

M.P.: E nesse aqui eu me lembrei da aula. Que agente viu essa diferenca.
Professora: Mas dai na aula a gente fez a diferenca pra verificar o qué? Velocidade
meédia ou velocidade instantanea?

M.P.: A média.

Professora: A meédia para introduzir a taxa de variacdo. E dai a taxa de variacdo é
uma diferenca. Agora a taxa de variagdo instantdnea € o que esta acontecendo
naquele ponto. Entendeu? Vocé consegue visualizar o comportamento da
velocidade, mas quando fala velocidade a sua primeira idéia ainda € ver a diferenca
porque velocidade é taxa de variacao.

M.P.: E que esse aqui eu peguei... Ele andou 60 metros, depois mais 54, depois ele
andou mais 50, depois mais 48, e a tendéncia da velocidade era ir diminuindo. E
agui como ele andou 48.34 ele aumentou um pouquinho... ai depois ele ficou
aumentando.

Professora: Entdo no teu ele diminui até aqui (4s). E aumenta pra baixo (de 5 a 8s).
Entdo vamos fazer a diferenca aqui. Sera que vai dar a mesma coisa? A diferenca
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entre esse e esse aqui. E quase 0? E bem menor que a que vocé encontrou aqui.
Nao é?

M.P.: E.

Professora: Entdo se eu fosse fazendo a diferencga, vocé so ia dizer a mesma coisa,
que ela ia? Diminuir. Entdo. Ndo esta errado descrever o comportamento da
velocidade fazendo as diferencgas. Por que vocé esta vendo sé uma idéia. Mas vocé
ndo sabe exatamente a velocidade do carrinho naqueles instantes. Pra poder
comparar. Nesse instante 0 que esta acontecendo com a velocidade do primeiro e
com a velocidade do segundo.

M.P.: Humhum.

Professora: Essa ai foi tranquila, né?

M.P.: Humhum! S¢ interpretacao.

Professora: Humhum! O que nds temos ai, nessa ai (questdo 4 do pos-teste)?
Depois do 1...

M.P.: Ela é crescente.

Professora: Antes do 1...

M.P.: Decrescente.

Professora: E no 1?

M.P.. Ela é 0. Porque ali esta dizendo que a derivada no ponto 1 é 0. Ou seja,
horizontal, seria o ponto critico.

Professora: Vocé viu que estas informacgdes foram exatamente essas aqui que vocé
encontrou? (mostrei que os dados do enunciado da questéo 4, do pis-teste, eram as
respostas que ela encontrou na questéo 3, do pos-teste).

M.P.: E! N&o tinha visto!

Professora: Entdo, antes do 1... E 0 mesmo gréafico. Decrescente.

M.P.: E esta certo! Depois do 1 reta crescente!

Professora: E isso te lembrou da aula de laboratério?

M.P.: Claro.

Professora: E pra resolver a questao 4 vocé te lembrou da aula de laborat6rio?
M.P.: Sim.

Professora: Como?

M.P.. Ali eu me lembrei da reta tangente mesmo. Quando a gente simulava no
grafico o risco ali (reta tangente a funcao para um determinado valor de x) quando
ela forma o grau. Quando ela vai fechando ou diminuindo o grau.

Professora: O pessoal tem dificuldade, eles sabem que a reta tangente aqui é
crescente mas nao conseguem desenhar a funcdo. Como € que vocé faz isso?

M.P.: Tem que visualizar assim. Vendo que aqui... € simula o x em baixo (simular o x
em baixo significa fazer a reta suporte paralela ao eixo x para identificar a abertura
do angulo). Ai depois vai num ponto mais longe. Desenha outra reta tangente e
simula o x de novo. Ai vejo que esse grau € bem maior que esse aqui embaixo.
Entdo o que... que ela é crescente...comeca grande e termina pequeno. Isso aqui eu
me lembrei la do video. Vendo a reta acompanhando a funcao.

Professora: 1Isso aqui vocé conseguia fazer antes da aula de laboratério?

M.P.: N&o.

Professora: Vocé néo conseguia visualizar?

M.P.: Nao. Eu via um monte de risquinho s6. Para mim a reta tangente era quase
igual & fungéo. Eu ndo conseguia desenhar.

Professora: E a5 (questdo 5 do pés-teste)?

M.P.: A 5 eu me lembrava mas eu demorei muito pra desenvolver porque eu ndo me
lembrei. Depois vocé me explicou como a inclinagdo da reta tangente aqui. Comeca
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grande a inclinacdo dela aqui e la em cima, ela € quase horizontal bem
pequenininho. Tem que enxergar que no grafico comeca grande aqui e a inclinacdo
dela e vai até 0 0.

Professora: O que esta acontecendo entre o 1 e 0 2?

M.P.: E a mesma coisa s6 que ao contrario. Comeca pequenininha e vai
aumentando o grau... a inclinagéo da reta tangente.

Professora: Mas essas retas tangentes ndo sédo decrescentes do 1 até o 2?

M.P.: Sdo decrescentes, mas 0 que importa € o grau que ela esta.

Professora: Qual deve ser o valor da derivada se reta é decrescente? Positiva ou
negativa? Numa reta crescente, como é que tem que ser a derivada? Foi aqui
(voltou para a questdo 3 do pds-teste) o que vocé disse, né? Vocé derivou... se &
positiva....

M.P.: Ela é crescente.

Professora: Quem tem que ser positiva para a reta ser crescente?

M.P.: Todos os valores, neste caso aqui (na questao 3) maiores do que 1 pra colocar
nessa funcao todos os valores maiores que 1. Menos 0 1, né? Sao positivos. A reta
€ crescente a partir do 1 e reta decrescente... antes do 1.

Professora: Ta, mas esse estudo do sinal aqui é dessa funcdo? Ou € da sua
derivada?

M.P.: E... essa aqui € da.... da derivada.

Professora: Da derivada. Entdo isto aqui tem este grafico. A derivada tem este
grafico, na questdo 3. E se teu x € maior do que 1 o valor desta fungcdo derivada
resulta em valores positivos. Ou seja se a derivada é positiva... Vocé tem valores...
M.P.: Crescentes.

Professora: Se a derivada é negativa vocé tem valores...

M.P.: Decrescentes.

Professora: Negativos. Se a derivada é positiva vocé tem valores positivos. Entao
assim na sua reta tangente a funcdo entre 1 e 2 sdo retas crescentes ou retas
decrescentes?

M.P.: Retas decrescentes, valores negativos.

Professora: Valores negativos. Entdo o que esta acontecendo, esta aumentando o
valor do angulo. Mas pra valores...

M.P.: Negativos.

Professora: Entdo onde € que teria que ficar?

M.P.: Abaixo.

Professora: Abaixo.

M.P.: Abaixo do eixo, na parte negativa.

Professora: Entdo vocé pensou certo. Estd aumentando, mas esqueceu...

M.P.: Que é decrescente. Entdo teria que ter assim e depois...

Professora: Até o 2 ela fica onde?

M.P.: Até o 2...aqui... Essa parte est4 certa?

Professora: Vamos ver se esta certa. Aqui 0 que esta acontecendo? Tem este
angulo... O angulo estd aumentando. Mas séo retas decrescentes?

M.P.: Humm!! Ta, sdo decrescentes. Entao teria que vir daqui, pra baixo.

Professora: Até aonde?

M.P.: Pois é! Ai eu ndo sei! Até aonde aqui? Que ponto do y?

Professora: Essa fungdo aqui ndo tem a mesma inclinacdo do O até o 1 e do 1 até o
2?

M.P.: Sim.

Professora: Entdo, a mesma distancia que vocé colocou aqui.
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M.P.: Vocé cria uma reta assim

Professora: Esse valor que vocé colocou aqui tem que ser o mesmo valor, s6 que
negativo.

M.P.: Ahhh!!!

Professora: Dai o que vai acontecer do 2 até o 3?

M.P.: A reta continua decrescente e o angulo vai diminuindo.

Professora: Entdo como € que eu vou continuar?

M.P.. Se a reta é decrescente eu continuo embaixo. E o angulo vai diminuindo
significa que eu vou... ai?!

Professora: Quanto que vai ser o valor da reta tangente no 3?

M.P.: Zero.

Professora: E onde é que esta o0 0 ai?

M.P.. Como é que eu vou diminuir pra cima? Se aqui a reta € decrescente em
maodulo?

M.P.: Ta, mas pra botar o 3 eu continuo vindo pra baixo.

Professora: N&o. Até o 2 ta4 diminuindo, certo? Esquece o niumero. Vocé ja sabe
que € embaixo porque a derivada é negativa. Mas esquece o sinal. Se vocé tirar o
sinal vocé ndo estara diminuindo?

M.P.: Humhum.

Professora: N&o deu ainda? Vocé sabe que quando for 3 vocé tem que chegar aqui
no 0.

M.P.: Sim.

Professora: Mas vocé ta na parte de baixo. Vamos supor aqui que é -5, -4, -3, -2, -1
e 0. O teu angulo estd no maximo aqui no -5. No maximo sem sinal. O sinal sé vai
servir pra saber se tem que colocar embaixo ou em cima. Dependendo se a reta é
crescente ou decrescente. Agora aqui do 2 até o 3 as retas continuam decrescentes.
Entdo eu tenho que continuar trabalhando aqui embaixo. Agora pra onde estédo indo
estes valores? Estdo aumentando ou estdo diminuindo?

M.P.: Eu sei que o 3 ali tem que ser 0.

Professora: Entdo esta diminuindo. Entdo vocé ignora agora o sinal porque voceé ja
sabe que voceé vai trabalhar embaixo. Entdo, ndo tem que vim pra ca?

M.P.: Sim.

Professora: E isso ai.

M.P.: Entdo como aqui estdo os pontos maximos e minimos ele vai cortar o eixo no x
gue é o ponto critico. Onde seria a derivada 0. Derivada 0 em 1 e 3, entdo tem que
cortar no 1 e no 3. Entdo vem aqui no 1 e no 3, e aqui a reta € crescente, continua
entao!

Professora: Até aonde?

M.P.: Até o 4.

Professora: E vocé para aonde, em que altura? Vocé parou aqui, por qué?

M.P.: Porque aqui é ponto y, comec¢ou aqui!

Professora: Humhum, mesma inclinagéao do 0.

M.P.: Sim, no mesmo ponto que comecgou o 0 termina o 4.

Professora: E a aula de laboratdrio em que te ajudou para resolver essa questao?
M.P.: Antes eu ndo conseguia ver a reta tangente, desenhar o angulo, ver onde é
grande e onde € pequeno.

Professora: Humhum.

M.P.: Com a aula de laboratério eu consegui ver onde é grande, onde € pequeno e
onde é reto.

Professora: O que te ajudaria pra ti conseguir fazer esta parte aqui de baixo?
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M.P.: Essa explicacdo que vocé acabou de me dar.

Professora: O que vocé néo estava conseguindo visualizar para saber que tinha
gue desenhar em baixo?

M.P.: E esta confusdo que eu tava fazendo assim, oh! Reta decrescente... Essa
parte do 2 até o 4 estdo abaixo do x (indica a funcdo), estdo com y negativo e pra
mim y negativo seria reta decrescente, esta era a informacao que eu tinha, s6 que
dai eu olhando aqui é que confundiu, porque misturou positivo com negativo ai eu
me perdi.

Professora: Sim, porque o que vocé ta desenhando é o grafico da derivada e que
ndo tem a ver com se a funcdo estd em baixo ou em cima. O grafico da derivada € o
valor do angulo de inclinagéo.

M.P.: Hummm...

Professora: Mesmo funcdo estando em baixo, entre 0 3 e 0 4, o angulo de
inclinacéo é positivo.

M.P.: Hummm...

Professora: Entdo entre o 3 € 0 4 tem que estar em cima porque Vocé esta
desenhando a ...

M.P.: Derivada.

Professora: O que vocé marca no eixo y quando vocé faz o grafico da derivada?
M.P.: Se ele é positivo ou negativo!

Professora: Mas 0 que € positivo ou negativo?

M.P.: Oy?

Professora: O que vocé marca ali, que eu ndo me lembro agora como é que vocé
esta pensando.

M.P.: A inclinacdo da reta tangente aqui € maior do que aqui, entdo o y a inclinagdo
€ grande la e pequena aqui.

Professora: Perfeito. Entdo vocé marca no eixo y o valor da inclinagdo da reta
tangente?

M.P.: Isto!

Professora: 1sso ail

M.P.: E isso que eu vejo, no y eu vejo a inclinacéo da reta tangente, o angulo né?!
Professora: T4, entdo resume pra mim em curtas palavras a aula de laboratorio te
ajudou para...

M.P.: Visualizar a inclinacdo da reta tangente, pra visualizar o que € taxa de
variacdo. Enxergar o abstrato, eu gostei.

3. Estudante R.M.:

Professora: A questdo 1 do teste 2, pds-teste, € igual a qual questao do teste 1?
R.M.: E igual & quest&o 3!

Professora: Beleza. Pra vocé resolver essa questdo, vocé usou a aula de
laboratorio?

R.M.: Com certeza, ajudou sim.

Professora: De que maneira ela te ajudou? Do que vocé lembrou?

R.M.: J& tinha uma idéia bem melhor, né. Antes de ter visto a aula de laboratério eu
nao teria essa idéia tao clara, que nem eu tive no olhar a questéo aqui.

Professora: Humhum.
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R.M.: Porque quando se fala assim, uma particula move-se ao longo de uma reta
horizontal eu imaginei aquela situacéo.

Professora: Ta.

R.M.: E no achar a aceleracdo eu também fiquei imaginando que nem sempre que a
velocidade abaixa a aceleracdo deve ser baixa, porque verificamos na aula de
laboratério e deu pra ver l& que com a movimentacéo do carrinho.

Professora: Humhum.

R.M.: Uma velocidade baixa e no momento uma aceleragéo alta, isto demonstra que
a gente raciocina de uma maneira diferente.

Professora: Hum...

R.M.: Ficou bem mais claro assim.

Professora: Ta e essa parte que vocé viu ai, mesmo a velocidade sendo baixa e a
aceleracéo alta isto vocé visualizou na animacéao do carrinho ou no grafico?

R.M.: Juntando, né, animacdo com o movimento do grafico ao mesmo tempo no
video, (movimentacao da reta tangente ao longo da curva) assim deu pra notar.
Professora: Humhum...

R.M.: Entdo aquela movimentacdo do carrinho baixando a aceleracao e baixando a
velocidade e a aceleracdo aumentando no grafico mesmo descendo a velocidade.
Professora: Humhum...

R.M.: Deu pra visualizar.

Professora: Tal!

R.M.: Isto fez com que eu lembrasse que era possivel mesmo com a velocidade
baixa, a aceleracdo pode vir a ser alta.

Professora: Humhum, que bom, ta!

Professora: Na segunda questdo da recuperacao do teste 1 (pés-teste), tem alguma
guestdo semelhante ao teste 1?

R.M.: Nao!

Professora: Essa questéo dois da tabela.

R.M.: Ah! Da tabela?

Professora: E tem alguma questio semelhante?

R.M.: Nao!

Professora: N&o, ok! E pra vocé resolver esta questdo aqui vocé lembrou da aula
de laboratério?

R.M.: Sim, a aula de laborat6rio s6 ajudou na hora,... deixa-me ver aqui.... eu so
respondi essa questdo mesmo, pelo raciocinio da aula de laboratério.

Professora: Humhum.

R.M.: Porque eu néo fiz nenhum célculo!

Professora: Esta tabela te diz alguma coisa ou néo te diz nada!

R.M.: N&o! Ela fala aqui da aceleracéo, né?

Professora: Da acelerac&o ou da posicéao?

R.M.: Aumento da velocidade.

Professora: Como vocé vé que estd aumentando a velocidade, ai? E isso que eu
preciso, entendeu, quando vocé olha esta tabela que esta representando o tempo de
0 a 8 segundos.

R.M.: Humhum...

Professora: O S de a que é a posi¢do da particula a; e S de b que é a posicao da
particula b. De que maneira que vocé vé que esta aumentando a velocidade ai?
R.M.: Que a cada segundo ela estd andando, né?

Professora: Humhum...

R.M.: Esta aumentando as posi¢des, né?
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Professora: Humhum...

R.M.: Aumenta a velocidade.

Professora: Humhum. E vocé ndo chegou a fazer as diferencas?

R.M.: Nao eu nao fiz conta, eu fui sé pelo raciocinio olhando os niameros.
Professora: Estava aumentando os numeros entdo a diferenca entre eles estava
aumentando?

R.M.: Isto!

Professora: Quer dizer entéo que...

R.M.: No s de b ela aumentava menos que no s de a, claro!

Professora: Humhum...

R.M.: Foi este o raciocinio que eu usei!

Professora: Sim!

R.M.: Nao que eu fiz algum calculo nele, eu so6 visualizei.

Professora: Certo. Vocé soO usou a tabela pra responder, certo?

R.M.: Isto!

Professora: E por que vocé fez isso? (resolveu a derivada de a e de b para cada
segundo).

R.M.: Pra tentar achar alguma coisa, né!

Professora: Humhum...

R.M.: Eu fiz aqui a conta s6 pra confirmar mesmo se tava crescendo mais ou menos.
Professora: E por que vocé derivou?

R.M.: Porque a derivada eu pego da segunda derivada, né?

Professora: Primeira.

R.M.: A primeira, derivando uma vez so.

Professora: Isto!

Professora: Essa ai foi tranquiila, né?

R.M.: Ahan! S¢ interpretacéo.

Professora: A questdo 3 entdo. Para quais valores de x a reta tangente a fungao

f(x) = 2x - x? é crescente e decrescente?

R.M.: Esta aqui ndo tem nenhuma igual no teste 1 (pré-teste), ne?

Professora: Nem parecida?

R.M.: Nao.

Professora: Tudo bem! E pra vocé resolver esta questao, porque vocé derivou?
R.M.: Eu derivei pra pegar o valor (x=1).

Professora: Humhum...

R.M.: SO botei aqui que ela é crescente, mas no fim ela ndo é crescente, porque eu
pego o valor da segunda derivada pra saber se é crescente ou decrescente?
Professora: Nao!

R.M.: Nao. Eu derivei, peguei o valor de 1, era decrescente, porque o X aqui (da
funcao) esta ao quadrado.

Professora: Na verdade, tem que olhar isto na sua derivada n&o na funcéo.

R.M.: Humhum...

Professora: Porque vocé derivou, igualou a zero, dai vocé encontrou o 1,01 é o
gue esta cortando teu eixo x (aponto para o grafico que ele fez da reta).

R.M.: Isto!

Professora: Pra vocé fazer o grafico dessa reta, isso aqui ndo é reta — é parabola.
R.M.: Isto!

Professora: Entdo este grafico que vocé fez foi desta funcdo aqui, da funcéo
derivada.

R.M.: Isto!
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Professora: Dai vocé viu que 0 numero que esta junto do x é negativo (coeficiente
do termo da funcao derivada)?

R.M.: Nao. Eu tomei como base o numero que esté junto com o x da funcdo e nédo
com o da derivada.

Professora: Ah! Entendi!

R.M.: Eu peguei o sinal da funcéo e deveria ter pego o sinal da derivada. A derivada
muda o sinal.

Professora: Entéo vocé pegou o +2 da fungéo?

R.M.: Isto, pra dizer se é crescente ou decrescente.

Professora: Por que isso?

R.M.: Foi uma rateada mesmo, porque tava na frente e como era positivo...
Professora: E, se o termo - x* estivesse na frente vocé teria colocado decrescente?
R.M.: Sim.

Professora: Ta!

R.M.: Mas com certeza se 2x — x* fosse a derivada, a minha funcdo seria
decrescente, né?

Professora: Nao. Dai seria uma parabola.

R.M.: Com a concavidade para baixo, ta!

Professora: Por que vocé tem que derivar neste caso? Porque esta falando ai em
saber se a reta tangente é crescente ou decrescente. Por que veio a idéia de
derivar? O que te lembrou do que nés trabalhamos, o que fez vocé derivar? Aqui,
vocé me disse que vocé derivou porque a derivada da posicado é a velocidade. E
nesta situacao aqui o que te fez derivar?

R.M.: Assim oh: o coeficiente angular, alids, a reta tangente é a segunda derivada
do coeficiente angular, né?

Professora: Nao entendi!

R.M.: O coeficiente angular me da o valor, me da a derivada da reta tangente?! A
reta tangente € o valor do coeficiente angular da funcéo.

Professora: T4, vamos por partes. A reta tangente vocé esta pensando em
expressao analitica ou em desenho?

R.M.: Desenho. Ponto.

Professora: A reta ndo é um ponto! A reta € uma reta!

R.M.: O ponto da reta tangente.

Professora: O ponto de tangéncia.

R.M.: O ponto de tangéncia da reta tangente, ele seria a derivada do meu
coeficiente angular naquele ponto.

Professora: Ta agora vamos pra outra coisa. O que é coeficiente angular?

R.M.: Coeficiente angular ...

Professora: Na expressédo reduzida da reta y =ax + b, o coeficiente angular € o a e
ele representa... a inclinagdo da reta tangente. Se o0 a é positivo entdo a reta €
crescente, se 0 a € negativo entdo a reta é decrescente. Entdo, o a € um nimero?
R.M.: Isto!

Professora: Agora vamos de novo para o que vocé tava pensando.

R.M.: Eu tenho o coeficiente angular. Pra eu achar o valor da derivada, néo, pra eu
achar o ponto de tangéncia da reta eu tenho que derivar o valor do coeficiente
angular.

Professora: Mas vocé nao derivou a funcdo?

R.M.: Isso eu derivei a funcéo.

Professora : Se vocé disse que vocé derivou o coeficiente angular, vocé ta dizendo
que a funcao € o coeficiente angular, ndo €?
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R.M.: Nao, t6 falando de um ponto!

Professora: Vocé esta dizendo que esse 1 é o ponto de tangéncia?

R.M.: Isso! Da minha reta.

Professora: Humm...

R.M.: O 1é meu ponto de tangéncia, vamos supor: se fosse na parabola, eu tenho o
1 ali, € meu ponto de tangéncia de uma determinada reta, ta?

Professora: Mais ou menos?!

R.M.: O coeficiente dele, do ponto, vai ser a derivada da minha reta tangente.
Professora: Téa muito confuso ainda?

R.M.: Eu ndo estou conseguindo!

Professora: Eu te perguntei por que vocé derivou essa funcao inicial?

R.M.: Pra achar o ponto de tangéncia da reta tangente.

Professora: Ta! Entdo eu vou te dizer outra coisa. Quando vocé derivou e igualou a
0, vocé ta dizendo que a derivada vale 0 nesse ponto 1, o que quer dizer derivada
igual a 0, no ponto 1?

R.M.: Que no ponto 1 onde eu vou tracar minha reta tangente o meu coeficiente
angular é 0.

Professora: Ok! Agora estamos comecgando a falar a mesma lingua. E como é o
desenho dessa reta tangente no 1?

R.M.: Ela é horizontal, 100%.

Professora: Ent&do se ela é horizontal no 1, depois do 1 ela pode ser crescente ou
decrescente e isso ocorre também antes do 17?

R.M.: Isso! Tanto faz, pode ser crescente ou decrescente, tanto antes do 1 quanto
depois do 1.

Professora: Entdo, sabendo disso, tenta formular uma nova resposta para a
pergunta: qual a relagcdo que tem entre a derivada e saber se a reta tangente é
crescente ou decrescente?

R.M.: Se a derivada for um nimero positivo, a minha reta tangente é crescente. Se a
derivada for um nimero negativo, a minha reta tangente é decrescente.

Professora: Tudo bem. Entdo vocé percebeu que em nenhum momento vocé
derivou o coeficiente angular. Vocé deriva a fungdo para encontrar o valor do
coeficiente angular.

R.M.: Isso, porgue eu tenho que encontrar um ponto, o ponto onde vai tragar a reta
para eu calcular o coeficiente angular.

Professora: Ok, vamos para proxima questao.

Professora: Tem alguma questdo parecida no teste 1 com essa questao 4 (do poés-
teste)?

R.M.: Nao!

Professora: Teve dificuldades em fazer essa questéo 47?

R.M.: Nao!

Professora: Mas como vocé pensou pra fazer essa questao?

R.M.: Essa questdo aqui de botar os pontos no grafico e tentar achar os pontos que
ele traca aqui. Essa aqui a gente viu no laboratério, né? O grafico 14, os pontos, o
movimento do grafico?

Professora: Humhum! A primeira informacéo do enunciado f(1) = -1...

R.M.: E a minha funcdo

Professora: Isso, e quem é o xe quem é oy?

R.M.: O x € 0 -1 na derivada ...

Professora: Na verdade o x é 0 1, 0 que esta dentro do parénteses, porque y = f(x),
entdo dentro do paréntese € 0 +1 e o que estaforaé o y.
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R.M.: Seria 0 y na derivada.

Professora: Nesse caso aqui ndo tem linha (de y’), né? E s6 a funcdo mesmo,
entdo € o valor de x correspondente com o valor de y. Entdo seria esse ponto aqui
(mostrei a localizacdo do ponto no plano cartesiano). Vocé pegou o0 1 e 0 -1 e
marcou dois pontos, um em cada eixo.

R.M.: Isso, mas os dois pontos ndo sdo a mesma coisa.

Professora: O que quer dizer “ndo é a mesma coisa?” Como vocé V& isso?

R.M.: O 1 representa um ponto e 0 -1 outro ponto, um No €iXo X e outro No eixo Y.
Professora: Mas néo esta dizendo aqui (f(1) = -1) que se o xfor 1 o y vale -1?

R.M.: Isso!

Professora: Entdo vocé tem que relacionar x comy.

R.M.: Tudo bem, aqui ele vai ter uma relagédo para eu poder montar o grafico.
Professora: Mas quando vocé marca dois pontos, vocé esta dizendo que o teu,
neste aqui, 0 1 é x e o teu y € 0, e quando vocé marca o -1 aqui, vocé ta dizendo
que oy é-1e o xé0. Vocé esta marcando dois pontos e na verdade isso aqui (f(1)
=-1) é um ponto. O que representa um ponto? E o valor de x combinado com o valor
de y. Sabe jogar batalha naval?

R.M.: Sei (relacionou a representacao de um ponto no plano cartesiano com a
identificacdo de um navio no jogo batalha naval).

Professora: Agora vocé consegue ver que eles ndo sao dois pontos?

R.M.: Eles sdo dois pontos, né, mas eles vao ter que se relacionar para eu fazer o
grafico (Nesse momento ele usa a expressao ponto pra representar o valor de uma
coordenada).

Professora: Ta, mas onde ficaria esse ponto (f(1) =-1)?

R.M.: Ele vai ficar aqui no meio (pertencente a um quadrante), eu tenho o ponto 1 e
tenho que achar a relagdo com o ponto -1, entdo eu tenho sé que baixar ali até o -1,
eu ndo posso tracar em cima do .

Professora: Vocé s6 conseguiu fazer isso depois que fizemos a relacdo com a
batalha naval?

R.M.: Isso!

Professora: E essa segunda informacéo f (1) = 0, o que isso representa?

R.M.: Que a derivada em relacdo a 1 de x, né, é igual a 0. Entdo o meu x é 0 e 0
meuy é 0.

Professora: N&o estou conseguindo acompanhar teu raciocinio. Quando vocé tem a
derivada isso te fornece um valor de y?

R.M.: Fornecel!

Professora: Ou te fornece um valor para derivada de y?

R.M.: E da derivada de y, né? No caso o 0 aqui € o valor da derivada de y.
Professora: E o que representa a derivada numa interpretacdo geomeétrica?

R.M.: Nao consigo te responder isso.

Professora: Aqui na questao 3 (pré- teste) por que vocé usou a derivada?

R.M.: Pra achar o ponto onde a minha reta passa, pra calcular o meu coeficiente
angular.

Professora: T4, e dai, a reta que passa ai como que ela é?

R.M.: Ela é horizontal.

Professora: Por qué?

R.M.: Porque eu tenho s6 um ponto, sé o ponto x.e ndo da o valor de y.

Professora : E onde ela pode te dar um valor de y?

R.M.: Se eu a igualasse a um valor.

Professora: E vocé igualou a quem?
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R.M.: A zero. Ao valor de y.

Professora: Oy é0ouofqueé0?

R.M.: Eu tenho que igualar a derivada a zero, né? pra encontrar um valor de X, 0
valor de tangéncia da minha reta.

Professora: T4, entdo vocé disse que vocé igualou a derivada zero, encontrou o
valor de x igual a 1 e que no x=1 a sua reta tangente é ...

R.M.: Horizontal.

Professora: E qual é o valor do coeficiente angular de uma reta quando ela é
horizontal?

R.M.: E zero.

Professora: Voltando entédo pra questéo 4.

R.M.: Aqui (apontou para a expressao f(1)=0) entdo meu coeficiente angular € 0
também quando o x é 1 na derivada.

Professora: Entéo isso quer dizer que quando o x for 1 ...

R.M.: Meu coeficiente angular € 0.

Professora: Entdo isso quer dizer que a reta que passano 1, ela é ...

R.M.: Zero.

Professora: Horizontal.

R.M.: Ah é! Horizontal.

Professora: Vamos para préxima informacéo a derivada é negativa se os valores de
X sdo menores que 1. O que isso quer dizer?

R.M.: Se 0 meu x € menor que 1 todo o meu coeficiente angular € negativo.
Professora: 1sso!

R.M.: Entdo a minha reta vai ser decrescente.

Professora: Humhum, até o 1, no 1 vai ser zero.

R.M.: Isso.

Professora: Entdo desenha pra mim, no ar, como seria o grafico antes do 1.

R.M.: Assim.

Professora: Beleza.

R.M.: Todos antes do 1 eles séo pra baixo, sdo decrescentes. Quando chegarno 1 é
zero, depois do 1 ele comecga ser crescente.

Professora: Sera crescente ou continua decrescente, depende da proxima
informac&o.

R.M.: Ah bom!

Professora: Aqui (f'(x)>0 se x>1) diz que a derivada € positiva se os valores de x
sdo maiores que 1.

R.M.: Entdo esta me confirmando que depois do 1 ele vai crescer mesmo.
Professora: Entdo como seria meu grafico?

R.M.: Assim.

Professora: Pra fazer essa questédo, vocé lembrou da aula de laboratério resolver
essa questao?

R.M.: Nao. Toda aquela aula de laboratério me ajudou depois da prova.

Professora: O que mais te chamou atencao na aula de laboratério...

R.M.: Tipo assim, neste do grafico aqui (questédo 5 do pos-teste), agora que eu estou
me lembrando, e nesse aqui, da questdao 3 da recuperagdo, 0 que me recordo
bastante € o movimento da reta tangente fazendo a animacé&o no gréafico, abrindo e
fechando o coeficiente angular, o angulo.

Professora: Humhum.

R.M.: Que é a mesma coisa da aceleracdo e da velocidade, que esta me mostrando
o coeficiente angular, a reta esta decrescente, mas o coeficiente angular esta
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aumentando ou a reta esta crescente e o coeficiente angular esta cada vez maior ou
menor. Essa animagéo do grafico me ajudou muito.

Professora: E a questdo 57

R.M.: E outra coisa que me recordo da aula de laboratorio é que foi o dia que eu
entendi que x é igual a uma reta, x* é igual a uma parabola e x* é igual a um grafico
deste daqui (apontou para a questdo 4 do pré-teste). Na aula de laboratério eu
consegui entender que x° é a derivada de x* e x é a derivada de x?, daf ficou muito
claro, claro mesmo de como resolver essa questao aqui (questao 4 do pré-teste).

4. Estudante A.F.:

Professora: Na questdo 1 do pds-teste que fala sobre a velocidade de uma
particula ao longo de uma reta horizontal. Nessa questéo, vocé derivou para
encontrar a velocidade, vocé lembrou da aula de laboratério para resolver esta
guestdo em algum momento?

A.F.. Sim.

Professora: Que parte vocé lembrou? Do grafico? D4 animacao?

A.F.. Da diferenca das curvas... da funcao.

Professora: Do gréafico?

A.F.: Sim! Dos valores.

Professora: Nao estou entendendo... Nao consigo visualizar a situacgéo.

A.F.. Lembrei da diferenca dos valores da funcdo. Com os valores da derivada e da
aceleracéo... da derivada.

Professora: Da derivada da velocidade?

A.F.: Sim.

Professora: Vocé tinha derivada ja ali? Vocé tinha velocidade? Quando vocé fala
em diferenca dos valores, isso vocé esta se lembrando da tabela?

A.F.. Em tabela.

Professora: Mas, nés tinhamos a primeira questdo que tinha tabela, né? T4, mas
nessa aqui, onde € que vocé viu diferenca de valores nessa aqui? O meu objetivo &
saber como é que vocé pensou quando vocé olhou essa questdo. O que vocé
pensou? Quando vocé leu essa questdo 0 que vOcé pensou? A primeira coisa que te
veio na cabeca?

A.F.. A velocidade num ponto do gréfico.

Professora: E isso na aula de laboratorio vocé via aonde?

A.F.: Na curva.

Professora: Na curva. Entdo vocé tentou imaginar essa curva aqui? Vocé
derivando? E que pra mim estéa dificil de entender. Mas eu ainda n&o entendi....
Professora: Vamos para questédo 2 e depois vocé me explica melhor. Na questéo 2,
teria que descrever o comportamento da velocidade do carrinho. Por que vocé fez
aceleracdo também? Se estava pedindo s6 a velocidade. Eu achei interessante,
vocé foi o unico que fez. E achei bem bom isso. Por qué?

A.F.: Porque na aula aquela de sdbado vocé mostrou 3 graficos no quadro como
eles ficariam. E tinha uma reta descendo mostrando uma aceleracao.

Professora: Entédo vocé fez uma tabelinha pra ver os valores?

A.F.: Fui fazendo de 2 em 2.
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Professora: Me lembro. E a velocidade? Entdo vocé respondeu em funcdo da
aceleragcédo?

A.F.: No final eu respondi em fun¢éo da velocidade que diminuia.

Professora: Vocé encontrou a velocidade fazendo o qué aqui?

A.F.: Eu usei uma férmula... Foi a derivada.

Professora: A derivada. Lembrei-me agora. E aqui? O que vocé disse?

A.F.: Que o ponto tal...

Professora: Ponto 1?

A.F.: Ele tinha uma velocidade que diminuia... Conforme iam passando 0s pontos.
Professora: Tempo!

A.F.. Em cada ponto ele diminuia ou aumentava. Conforme os resultados da
velocidade.

Professora: E 0 que a aceleracao te ajudou aqui?

A.F.: Aceleragdo? A quantidade que diminuia ou aumentava.

Professora: E isso vocé se lembrou entdo daquele grafico que a gente fez da
derivada que vai descendo?

A.F.. Sim.

Professora: Isso foi o que nés fizemos no computador ou que eu fiz no quadro?
A.F.. Esse era no quadro. Mas nés testavamos no computador também as vezes.
Professora: E para testar no computador ja tinha a férmula pronta, correto? Sé
selecionava...

A.F.: O colega do lado usou uma férmula ali.

Professora: O Paulo*?

AF.. E

Professora: Ah ta! Agora eu estou me lembrando... E aquela funcdo que é uma
pardbola pra baixo... e dai a derivada era uma reta que ficava um pouco em cima e
um pouco embaixo. Era essa?

A.F.. Sim.

Professora: Vamos para 3. A 3 vocé foi um dos poucos que acertou. Que conseguiu
descrever perfeito da maneira, eu acho que voceé interpretou legal isso aqui... Mas eu
quero que vocé me diga, como é que vocé comecou fazendo essa questdo? Quando
VOCE€ Viu essa questao o que vocé lembrou?

A.F.: Eu lembrei que tinha que fazer a derivada.

Professora: Por qué?

A.F.: Pra achar a ... Inclinacéo. Depois eu fiz... O ponto em que ia cortar....
Professora: E esse ponto que corta aqui o x. Qual é o valor da inclinagdo?

A.F.: Teria que substituir aqui na derivada....

Professora: Vai dar 0. O que quer dizer a derivada 07?

A.F.: Que ainclinacao seria o ponto extremo da fungéo.

Professora: Se a derivada é 0. Como € que seria a inclinacédo da reta tangente?
A.F.: Ainclinacéo seria paralela ao eixo x.

Professora: Dai sim, € o que vocé falou, o extremo da funcéo. E isso aqui teve
alguma relacdo com o computador, ou ndo, na aula de laboratério?

A.F.: Na hora de fazer o teste? E encontrar ali... quando aparecer o triangulo ali.
Quando chega ao final da tabela era o valor zero.

Professora: E quando vocé fez essa questédo vocé se lembrou do computador?
Professora: A maioria ndo lembrou. Por isso que eu estou super contente... Por que
eu achava que o laboratorio ndo ia ajudar nessa questdo. Entdo quando vocé leu
essa questao... vocé lembrou do triangulo?

A.F.: Sim.
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Professora: Gostei. Entdo essa questdo lembrou a aula de laboratorio. Por que ele
via “A inclinagdo da reta tangente ao grafico das funcdes ficando paralela” e o que
mais?

A.F.: Paralela ao eixo x.

Professora: Nessa aqui oh! Nessa parte aqui de baixo. Essa aqui € antes do 1 na
questdo 4. A derivada antes do 1. Ela € o qué? Menor que 0! O que quer dizer
menor que 07?

A.F.: Que as retas tangentes com a fung&o seriam decrescentes.

Professora: Entdo vocé quer dizer que uma reta tangente a essa funcdo aqui teria
que estar como?

A.F.. Teria que estar pra baixo aqui...

Professora: Pra baixo pra la? Ou até aonde? Mostra com o dedo.

A.F.. A reta tangente?

Professora: Como e gue deveria estar a fungao’7
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vocé pensou. Vocé me confirma ou ndo. Eu achei que vocé pensou que como era
negativo vocé tinha que botar valores para baixo.

A.F.: Sim, foi.

Professora: Entédo dai nessa hora vocé confundiu que era o angulo.

A.F.: Eu confundi a derivada com o valor de y.

Professora: Mas isso ndo acontece sempre contigo. Sera que aqui vocé confundiu
com a func&o também, mesmo sendo positiva?

A.F.: Foi s6 depois.... que eu tracei esse traco até aqui....

Professora: Primeiro vocé tragou depois vocé foi ver se tinha derivada ou ndo?

A.F.: Nao.

Professora: Porque assim... Olhando essa questdo agora eu verifico que vocé
marcou certinho o ponto (1, -1). Mas esse pedaco aqui vocé fez s6 porque estava
positivo. E esse aqui vocé fez porque estava negativo. Ndo pensou na inclinacao
das retas tangentes.

AF.: E, foil

Professora: Isso que eu interpretei. Entdo aqui vocé esqueceu que a derivada seria
a inclinacdo da reta tangente. Mas qual a relacdo que existe entre esta questao e
essa aqui? Por que essa aqui vocé fez tudo certinho? A questao 3, por qué a 3 vocé
interpretou legal, vocé derivou, vocé disse que aqui a derivada é positiva, entdo a
reta era crescente? Entdo derivada positiva, reta crescente, derivada negativa, reta
decrescente. Ou aqui VOocé pensou em reta crescente e ndo pensou na funcdo? So
aqui vocé confundiu com a fungéo porque vocé ja estava cansado de fazer a prova?
A.F.: E que aqui € no y. Como a derivada é maior que 0 eu achei que 0 y aumentava
pra cima. E ia aumentando de 1 em 1. E aqui como y era menor, quer dizer, a
derivada era menor que 0, eu achei que ia diminuindo.

Professora: Vocé viu que aqui vocé botou o y, e aqui a derivada, dai ja € outra
coisa. Entdo nessa aqui vocé confundiu a derivada com valor de y?

A.F.: Sim! Derivada com fung¢ao!

Professora: Nessa aqui (questdo 5 do pés-teste) como € que vocé pensou? Vocé
pensou exatamente igual ao colega M.P. O qué aconteceu, aqui as retas tangentes
de 0 atél, como € que eram essas retas?

A.F.: Eram todas crescentes.
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Professora: Todas crescentes. Por isso vocé marcou seu grafico em cima. Sim ou
nao?

A.F.. Sim.

Professora: E por que o grafico esta descendo, sai do 1 e vai la pro 0?

A.F.: Porque quando chega no ponto 1 a tangente dele a fungéo é 0.

Professora: Ok.

Professora: E do 1 até o 2. O que esta acontecendo com as retas tangentes?

A.F.: Do 1 até o 2 elas estédo decrescendo.

Professora: Decrescendo para vocé é negativo, aumentando o valor ou diminuindo
o valor. O que quer dizer decrescente para ti? No 1 ela é 0.

A.F.: Ok.

Professora: Dai eu estou indo para o 2. Estd mudando meu angulo?

A.F.. Sim.

Professora: Cheguei no 2. Meu angulo é 0?

A.F.: N&o.

Professora: Realmente vocé n&o colocou 0 no 2. Vocé colocou um valor bem alto.
A.F.: E que eu confundi aqui.

Professora: N&o, mas nado esta totalmente errado. Mas essas retas tangentes aqui
(entre 1 e 2) séo crescentes ou decrescentes?

A.F.: Sao decrescentes.

Professora: S&o decrescentes. Por isso vocé disse que a sua...

A.F.: Era pra descer aqui!

Professora: Sim! Por isso vocé disse que eram decrescentes. Entendeu? A primeira
palavra que vocé disse pra mim, € que de 1 até 2 essas retas sdo decrescentes. Nao
foi isso que vocé falou?

A.F.: Sim.

Professora: E o que vocé quis dizer com decrescente?

A.F.: Vai diminuindo.

Professora: O que vai diminuindo?

A.F.: O valor da derivada.

Professora: O valor da derivada. Sai de O e vai para o valor... Negativo! Viu?

A.F.: Certo.

Professora: Mas agora vai dar um problema. O que esta acontecendo entre 2 e 3?
O que vai acontecer com as retas tangentes a funcéo de 2 até 3?

A.F.: A funcéo esta decrescente, sé que vai se aproximando do 0.

Professora: O que vai se aproximando do 0?

A.F.: A derivada.

Professora: E como vai ficar o seu grafico?

A.F.: Ela...do 2 até o 3 comecava a crescer até o 0.

Professora: Isso ai!

A.F.: Certo! Entdo depois do 3 é uma reta crescente... aumenta.

Professora: Otimo. Isso te lembrou da aula de laborat6rio?

AF.. E!

Professora: Qual parte?

A.F.: Eu lembrei da aula do laboratério a parte que as retas crescentes ficavam pra
cima.

Professora: T4&, mas isso naquelas atividades do carrinho, ou ndo?

A.F.. E. Eu lembrei daquela aula dos graficos. Quer dizer quando tinha retas
tangentes crescentes, ela ficava a cima do eixo x.

Professora: Ta mas nés fizemos isto no quadro ou no computador?
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A.F.: Quadro.

Professora: E a atividade no computador?

Professora: Aquelas bolinhas (rastro) da atividade te fizeram compreender alguma
coisa?

A.F.. Fizeram compreender...

Professora: O que te fizeram compreender?

A.F.. Aquilo de aumentar a distancia e diminuir a distancia... O caminhdo perdia a
velocidade.

Professora: M.P. disse que aquilo ali, fez ela compreender o que significa taxa de
variagcdo. Que pra ela a taxa de variagc&do tinha um conceito muito abstrato e para ela
aguelas bolinhas ajudaram a compreender 0 que era taxa de variacdo. Para voce,
ajudou isso, ou tanto faz? Vocé ja tinha esse conhecimento?

A.F.. Taxa de variacdo? Eu n&o liguei muito! O que importou para mim foi a
velocidade.

Professora: Onde que vocé identificou a velocidade?

A.F.: Naquela variagéo da distancia das bolinhas.

Professora: Vocé concorda que velocidade é uma taxa de variagcao?

A.F.: Concordo.

Professora: E a reta tangente ao grafico te ajudou em qué? Te ajudou para fazer
essa prova? Lembra que quando a gente apertava naquelas flechinhas azuis que
ficava o carrinho assim, todo hora para la e para ca? Dai aparecia uma reta tangente
ao grafico. Te ajudou para fazer essa prova, ter aquela visualizagdo, ou ndo muito?
A.F.. E a mesma coisa das bolinhas. Chegava num ponto que ela virava mais e
terminava menos.

Professora: Ta e visualizar isso, te ajudou para fazer essa prova?

A.F.: Acho que ajudou.

Professora: Vocé estudou bastante em casa?

A.F.: Estudei.

Professora: Viu como é bom?

5. Estudante G.E.:

Professora: A questdo 1 do teste 2 (pos-teste) é semelhante a qual do teste 1 (pré-
teste)?

G.E.: E semelhante a quest&o 3.

Professora: Vocé usou alguma coisa da aula de laboratorio para resolver a questao
1 do teste 27?

G.E.: O que ajudou bastante para resolver esta questdo foi aquele principio da
utilizacéo do grafico na aula do laboratorio, que conforme ia variando a reta tangente
eu conseguia visualizar realmente o quanto iria modificar.

Professora: Modificar o qué?

G.E.: O que variava assim no gréafico, né, os valores em si.

Professora: Especificamente pra essa questdo, o que a reta tangente te dizia, que
informacdes ela te da?

G.E.: Ela me mostrava 0 momento em que a velocidade variava muito entao a reta
em si, também ia variando, foi com isso que eu tomei como base pra resolver essa
guestdo. Foi o que me esclareceu mais.
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Professora: Ok.

Professora: Vamos pra questao 2 do teste 2, tem alguma questéo parecida no teste
1?

G.E.: Tem, a questéao 3 do teste 1.

Professora: O que vocé fez pra resolver a questao 2 do teste 2?

G.E.: Eu fui imaginando conforme o grafico ia passando os tempos, entdo eu ia
imaginando conforme a reta tangente ia variando.

Professora: E por que vocé derivou a posicao de cada uma delas?

G.E.: Eu derivei justamente pra ver a variacdo da reta tangente a cada instante de
tempo.

Professora: Mas a questdo ndo pedia velocidade?

G.E.: Isso, mas com a variacdo da reta eu consigo enxergar isso também, nédo é?
Professora: OKk. Vamos pra préoxima.

Professora: A questédo 3 do teste 2 € semelhante a qual do teste 1?

G.E.: E semelhante a quest&o 1 do teste 1.

Professora: Isso. O que vocé fez pra resolver essa questao?

G.E.: No teste 1, primeiramente eu achei o ponto.

Professora: No teste 1 é pedido a equacgdo da reta tangente e no teste 2 ele pede
para quais valores de x a reta tangente é crescente e decrescente. Por que vocé
derivou e igualou a 0 aqui no teste 2?

G.E.: Pra achar esse valor, 0 1.

Professora: O que esse valor representa?

G.E.: E onde a reta tangente passa, corta ?

Professora: N&ao, ndo é isso. Vou fazer outra pergunta. Vocé usou a aula de
laboratorio pra fazer essa questao?

G.E.: Nao. O que eu me lembro, realmente, da aula de laboratério foi da variacdo do
grafico em si relacionando a variagdo da reta tangente com a velocidade.

Professora: Quando vocé usou a derivada na questéo 2 do teste 2 vocé disse que a
derivada te da a variacdo da inclinacao reta tangente?

G.E.: Isso!

Professora: E o0 que me fornece a inclinacdo da reta tangente? N&o € o coeficiente
angular?

G.E.: Ah!ll Certo.

Professora: E ndo € o coeficiente angular que me diz se a reta € crescente ou
decrescente?

G.E.: E. Entdo esse 1 seria o valor do coeficiente angular da reta?

Professora: Vamos ver: se a derivada é o coeficiente angular...

G.E.: Certo, isso!

Professora: E se vocé pegar esse valor e colocar ali (na funcdo derivada) vai dar o
qué?

G.E.: Zero.

Professora: Porque vocé ja tinha igualado a 0 a funcdo derivada, para encontrar
esse valor. E o que quer dizer coeficiente angular igual a 0?

G.E.: Uma reta paralela ao eixo x.

Professora: Entdo se a reta é paralela ao eixo x quando x é igual a 1, isso quer
dizer que antes do 1 ela pode ser crescente ou decrescente e depois do 1 também
ela pode ser crescente ou decrescente. E conforme o teu desenho, como antes do 1
a funcéo derivada é positiva, as retas tangentes a funcéo sao crescentes ...

G.E.: E depois do 1 decrescentes.

Professora: Isso ai. Vamos para a proxima questao.
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Professora: Como vocé resolveu a questéao 4 do teste 2?

G.E.: Conforme os dados que foram passados na questdo onde x valeria 1 e y -1,
eu tracejei ali no préprio grafico e achei onde seria o0 ponto que a reta passaria. Que
seria a reta tangente limite dos dois.

Professora: Por que vocé esbocou uma curva com a concavidade pra cima depois
desse ponto (1, -1) e também antes desse ponto?

G.E.: Porque aqui (apontou para a expressao f’(x)>0 se x>1) x € maior que 0 e
depois seria o contrario.

Professora: A primeira derivada é maior que 0 se x é maior que 1. Entdo |4 no
grafico n6s vamos ter o qué?

G.E.: Uma reta a partir do ponto 1 pra cima, crescente.

Professora: Ok. Obrigada.



