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RESUMO

O presente estudo busca investigar a utilizacdo da histéria da Matemética como recurso
didético associado a resolug@o de problemas no Ensino Bésico, bem como, seu papel unificador
dentro da Educacao Matematica. Propomos uma abordagem para uso em sala de aula, baseado na
metodologia resolucdo de problemas, utilizando problemas histéricos como estratégia didatica. O
principal enfoque deste estudo € a conjunc¢do da histéria da Matemadtica com a resolugdao de
problemas, com a finalidade de mostrar o quanto pode ser efetivo esse modo de trabalho para o
ensino da Matemadtica. Discutimos a eficiéncia da associacao entre esses dois elementos, de modo
a desenvolver no aluno estratégias de pensamento e ainda, como forma de motiva-los ao estudo
da disciplina, tornando a Matemadtica mais acessivel e proxima da realidade do estudante. Foi
investigada a opinido dos professores de Matemdtica quanto ao seu conhecimento em histdria da
Matematica e se o utilizam em sala de aula. Produzimos uma seqiiéncia diddtica para aplicacao
em sala de aula utilizando um problema histérico “O Problema das Sete Pontes de Konigsberg”.
A atividade foi desenvolvida com 24 alunos de uma turma de oitava série do Ensino
Fundamental, onde consideramos os resultados obtidos no trabalho muito positivos, visto que a
turma se demonstrou interessada, motivada com a aula e, além disso, atingimos nosso principal
objetivo: proporcionar ao estudante momentos em que ele possa desenvolver seu pensamento
critico, seu espirito de investigacdo e suas proprias estratégias de resolver problemas. Desta
forma, analisando os resultados da nossa experi€ncia, consideramos que esta abordagem
metodoldgica pode contribuir efetivamente para o ensino e aprendizagem da Matematica.



ABSTRACT

The present study aims at investigate the use of the history of Mathematics as a didactics
resource associated to the solution of the Elementary School problems, as well as, its unifying
role in Mathematics Education. We propose an approach to be used in the classroom, based on
the problem solving methodology, utilizing historical problems as a didactics strategy. The main
focus of this study is the conjunction of the history of Mathematics and the solving of problems,
to show how effective this method of work can be in the teaching of Mathematics. We have
discussed the effectiveness of the association between these two elements so as to develop in the
student thinking strategies and also, as a way to motivate him to studying the subject, making
Mathematics more accessible and closer to the student’s reality. We also investigated the Math
teachers’ opinion as to their knowledge of the history of Mathematics. And if they used it in the
classroom. We produced a didactics sequence to be applied in class using a historical problem, ‘O
Problema das Sete Pontes de Konigsberg’= ‘The Konigsberg’s Seven Bridge Problem’. The
activity was developed with 24 students in the eighth grade, elementary school, where we
considered the work results as very positive, since the group seemed interested, motivated by the
class and, besides this, we reached our main objective: to provide the student with moments in
which he can develop his critical thinking, his spirit of investigation and his own strategies to
solve problems. This way, analyzing the results of our experiment, we consider that this
methodological approach can effectively contribute to the teaching and learning of mathematics.
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1 SITUANDO A PROBLEMATICA DO ESTUDO

Um dos maiores erros que se pratica em educacdo, em particular, na Educacio
Matematica, é desvincular a Matematica das outras atividades humanas. [...] as idéias
matemdticas comparecem em todas as atividades humanas, definindo estratégias de acdo
para lidar com o ambiente. Em todos os momentos da histéria e em todas as civilizagdes,
as idéias matemdticas estdo presentes em todas as formas de fazer e de saber.
(D°AMBROSIO, 1999, p. 97)

1.1  Primeiras consideracoes

O enfoque histérico dado ao ensino da Matemadtica é uma proposta metodolégica que atua
como motivagdo para a aprendizagem, ja que por meio dele o estudante descobrird a génese dos
conceitos e métodos que aprenderd em aula. Em outras palavras, permitird fazer relacdo das

idéias matemadticas vistas em sala de aula com suas origens.
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O conhecimento da histéria da Matemaética proporciona uma visdo dindmica da evolucao
dessa disciplina. Assim, podem-se buscar as idéias originais em toda a sua esséncia e

originalidade (VALDES, 2002).

A histéria da Matematica é considerada um aspecto importante para formagao matematica
do aluno. Ela lhe proporciona uma nocao mais clara desta ciéncia em constru¢do, com erros e
acertos e sem verdades universais. Contrariando a idéia positivista de uma ciéncia universal e
com verdades absolutas, a histéria da Matemadtica tem este grande valor de poder também
contextualizar este saber, mostrar que seus conceitos sao frutos de um contexto social e politico.
Essa visdo da Matematica faz com que ela seja vista pelo aprendiz, como um saber que tem
significado, que foi, e € construido pelo homem para responder suas dividas na leitura do mundo,
permitindo ao aluno apropriar-se deste saber, o que lhe propiciard uma melhor leitura do contexto

mais global.

Para Valdés (2002), “Se estabelecermos um laco entre o aluno, a época e o personagem
relacionado com os conceitos estudados, se conhecerem as motivagdes e dividas que tiveram os
sébios da época, entdo ele poderd compreender como foi descoberto e justificado um problema,

um corpo de conceitos, etc..”

O mundo sempre esteve e estd repleto de Matemadtica. Afirma, ainda, que isto pode causar
admiracdo, pois o matemadtico € tido como um individuo de 6culos espessos, seco, alheio a
vida, cujo reino, verdadeiramente, ndo é deste mundo, mas que se delicia com elipses e
hipérboles, com fracdes e raizes, com logaritmos e integrais, o que € a pura verdade, mas
quando tira seus 6culos e esfrega os olhos para passar em revista o céu e a terra, a sua alegria
de descobrir ndo tem fim. No alto dos céus depara com a lua cheia: um circulo perfeito,
melhor do que o tragado com o mais caro dos compassos. V€ o cristal da rocha — onde
encontrard ele, angulos mais exatos (KARLSON, 1961, p.3).
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Desde o seu aparecimento na terra, o homem tem recorrido a Matemadtica; calculava,
contava e media, mesmo no periodo que o seu espirito ainda nao tinha consciéncia de si mesmo e
quando ainda sobre tais assuntos ndo existiam conceitos ou convengdes. Ele dividia a presa em
partes iguais, com o que criou as fragdes, cortava sua clava ou media um pedago de pele —
comparando comprimentos, admitindo assim as idéias contrdrias de “maior” e “menor”. Para
encurtar o caminho na curva de um rio, ele abria um atalho retilineo através do capim da estepe —
junto ao leito dos rios — e com isso tracava a primeira corda de um arco. Fabricava vasos, que

eram seus padroes de medida.

Os exemplos da utilizacdo da Matemadtica na resolu¢do dos problemas do dia-a-dia sdo
inimeros, nio representavam operagdes matematicas conscientes com reflexdo cientifica, porém,
analisando esses exemplos, percebe-se a grande influéncia da Matematica em toda histéria do

homem.

E nesse sentido, que este trabalho pretende discutir a utilizagdo da histéria da Matemaética
como um recurso didédtico no ensino aprendizagem de conceitos e seu papel unificador dentro da
Educagcdo Matemitica, ou seja, pretende mostrar como a histéria desta ciéncia tdo enriquecida de

conceitos pode e deve ajudar na constru¢do do conhecimento dos alunos.

Para Karlson (1961): “A simples Matematica € capaz de desencadear sentimentos, 0s

mais contraditérios possiveis, desde o arrepio de horror até o mais franco entusiasmo”.
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E a necessidade que leva o homem a aprender mais e a Matemética nio pode estar
desvinculada deste processo evolutivo. A Matematica como conhecimento em geral, é resposta as
preocupacdes com a sobrevivéncia e a busca de novas tecnologias, que sintetizam as questdes
existenciais da vida.

As idéias matemadticas, particularmente comparar, classificar, quantificar, medir, explicar,
generalizar, inferir, e de algum modo, avaliar, sdo formas de pensar, presentes em toda a espécie
humana. E neste contexto que se deve pensar em histéria da Matemdtica, como uma poderosa

ferramenta no ensino aprendizagem desta disciplina.

Um sélido conhecimento de histéria da Matemadtica, deveria ser parte indispensavel da
bagagem de conhecimentos de qualquer matemético em geral e do professor de qualquer nivel,
fundamental, médio ou superior. Isso, ndo somente com a intencdo de utilizd-la como um
instrumento em seu ensino, mas principalmente por que tal conhecimento pode proporcionar uma
visdo verdadeiramente humana da Matematica, o que € dificil de se imaginar, pois a imagem que

os alunos possuem dessa disciplina, muitas vezes, estd totalmente desvinculada da realidade.

O professor entendendo como a Matemética se desenvolveu desde seu principio, ou seja,
toda sua histéria, compreende melhor a dificuldade do homem e da humanidade na elaboragdo
das idéias matemadticas, tendo condi¢Oes de transmitir de forma mais clara seus conhecimentos

aos alunos e utilizar este saber como uma ferramenta para sua propria pedagogia.

Como afirma Valdés (2002): “Se voltdssemos as origens destas idéias, a Matematica

perderia esta aparéncia de morte e de ossos dissecados e voltaria a tomar forma de vida.”
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O valor do conhecimento histérico ndo consiste em ter uma bateria de histdrias e anedotas
curiosas para entreter os alunos, a histéria pode e deve ser utilizada, por exemplo, para entender
e fazer compreender uma idéia mais dificil e complexa de modo mais adequado (VALDES,
2002).

A histéria deveria ser um potente auxiliar no processo de ensino- aprendizagem, com a
finalidade de manifestar de forma peculiar as idéias matemadticas, situar temporalmente e
espacialmente as grandes idéias e problemas, junto com sua motivacdo e precedentes historicos e

ainda enxergar os problemas do passado, bem como encontrar solucdes para problemas abertos.

Um dos fundamentos do atual ensino da Matematica € o conceito que se tem a respeito da
natureza do conhecimento matemdtico. A perspectiva histérica permite mostrar, entre outras
coisas, que a Matemdtica ¢ um conjunto de conhecimentos em continua evolucdo, que
desempenha um papel muito importante na formagao do aluno, pois sua inter-relacio com outros
conhecimentos e a necessidade de desenvolver determinados problemas préticos, torna a vida

muito mais desafiadora.

Segundo Ozdmiz (1993): “A histéria da Matemadtica, como recurso didatico, visa atingir

0s seguintes objetivos™:

o mostrar que o processo do descobrimento matematico € algo vivo e em desenvolvimento.

A histéria da Matematica € um importante recurso no processo de ensino e aprendizagem

da disciplina, pois permite que o estudante enxergue além dos algoritmos e férmulas ao qual o

tradicional ensino se constitui. Na historia o aprendiz descobre que a Matematica € uma ciéncia
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em constante construcdo e que os conceitos conhecidos por ele hoje, sdo resultados de estudos

que ocorreram em momentos diferentes, como conseqiiéncia de algum marco da sociedade.

. aceitar o significado dos objetos matematicos em seu triplo significado: institucional,

pessoal e temporal;

Esse € um dos objetivos de maior relevancia na histéria da Matematica. Aprender
Matematica com o auxilio de dados extraidos da histdria, faz com que o aluno perceba que a
disciplina estd intimamente ligada a um processo evolutivo, ou seja, os objetos mateméticos
possuem um significado muito maior que aqueles aprendidos em sala de aula. Eles possuem um

elo de ligagdo com as pessoas, com a sociedade e com a época em que foram descobertos.

° estabelecer distingdo entre uma prova, uma argumentacdo € uma demonstragdo dos

conceitos matematicos, bem como saber dosar de maneira equilibrada no curriculo escolar.

Um professor de Matemadtica reconhece com clareza a diferenca entre uma prova, uma
argumentacdo e uma demonstracdo. A maioria, porém, nao percebe que seus discipulos ndo
possuem tal discernimento. A histéria da Matematica vem, como um bom recurso didético,
auxiliar no aprimoramento dessas idéias. Dessa forma, o mestre pode equilibrar de maneira mais

eficiente os contetidos no curriculo escolar, tornando mais simples a compreensao dos mesmos.

. destacar a importancia de se fazer “provas” com os alunos, porém provas que contribuam

ao conhecimento e ndo somente para testar “decorebas”.
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No ensino atual, os alunos sao submetidos a aulas expositivas, seguidas de exercicios e
para comprovar os conhecimentos, nada melhor do que provas escritas. Estas tém como tnico
objetivo testar os conhecimentos adquiridos em sala de aula. Nao € possivel desprezar a
importancia da avaliacdo nas aulas de Matemadtica, porém estas devem contribuir para o
crescimento do estudante, devem dar a eles a possibilidade de crescer nao somente na disciplina,
mas como ser pensante. Desvincular a Matemaética da sua histéria, faz com que as pessoas nao

compreendam a origem das idéias, faz com que a disciplina perca sua esséncia e originalidade.

Klein apud Tahan (1984) afirma que: “O professor que ensina a Matemadtica desligada de

sua parte histdrica, comete verdadeiro atentado contra a ci€ncia e contra a cultura em geral”.

E neste sentido que tem crescido cada vez mais o interesse pela histéria da Matemética em
relagdo ao ensino, ndo somente como uma ferramenta diddtica, mas também como campo de

investigacao.

As Diretrizes Curriculares para os Cursos de Licenciatura em Matematica, versao
preliminar de 1999, afirmam que: “um tipo de atividade muito importante para um professor de
Matemdtica é a resolucdo de problemas. Quer como disciplina especifica, quer inserida no
contexto das demais, a resolucdo de problemas que agucem a imaginagdo, incentivem a

criatividade e despertem a iniciativa devem ser uma atividade presente durante todo o curso”.

Um dos objetivos dos educadores matematicos € fazer com que o aluno perceba a

importancia da Matematica como uma ferramenta que permita a ele ter uma melhor compreensao
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da realidade que o cerca. Um caminho para que este objetivo seja atingido € fazer com que o
aluno trabalhe com situagdes problemas dessa realidade e também de realidades passadas, isto €,
trabalhar com situacdes problemas dentro do contexto historico.

Ha vdérias maneiras de se usar a histéria da Matemadtica no sentido de se buscar um ensino
com significado, util na formacdo do cidadao. Um dos fatores revoluciondrios da Matematica é
sua forma, que altera com o tempo, devido a fatores sociais, politicos € mesmo da propria
Matemitica. A forma revoluciondria desta ciéncia propicia as novas descobertas. E, nesta
perspectiva, por exemplo, que se pode pensar em trabalhar a histéria da Matematica como um
recurso diddatico na Metodologia da resolucdo de problemas, podendo-se situar-se um

determinado problema dentro do contexto histdrico.

Vimos que, trabalhar com a historia nas aulas de Matemética é muito importante para a
aprendizagem dos conteidos, porém nao podemos esquecer que esta ndo € uma tarefa muito
simples para o professor. Nobre estabelece que: “Tanto quanto o contetido matematico, hd a
necessidade de o professor de Matemadtica conhecer sua histéria, ou seja, a histéria do contetdo
matematico” (1999, p. 130) e além disso o professor precisa manter um elo de ligacdo entre os
conteidos a serem desenvolvidos e sua histéria, para que esses ndo fiquem soltos e sem

significado.

1.2  Objetivos do estudo

ApdOs mencionarmos nossas primeiras consideracdes acerca do estudo e buscarmos um

significado para sua realizac@o, € necessdrio colocar quais as finalidades que nortearam nosso
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trabalho. Partimos dos objetivos propostos a seguir para o desenvolvimento da nossa

investigacao.

O objetivo geral do trabalho € desenvolver uma proposta para os professores de
Matematica trabalharem em sala de aula através da interligacdo da metodologia resolu¢do de

problemas com o recurso da histéria da Matematica.

Trabalhar a metodologia resolucdo de problemas através de recursos da histéria da
Matematica, é uma tentativa de aperfeicoar o trabalho do professor em sala de aula, propondo

uma sugestiva atividade de ensino e aprendizagem.

A finalidade de apresentar e discutir uma proposta para o ensino da Matemética baseada
em atividades histéricas, pressupde que a participacdo efetiva do aluno na constru¢dao do seu
conhecimento escolar, constitui-se em um aspecto preponderante nesse procedimento de ensino-
aprendizagem (MENDES, 2001b). Nesse sentido apresentamos e discutimos a seguir, oS

objetivos especificos do nosso trabalho.

o Discutir a utilizagdo da histéria da Matematica como recurso didatico no Ensino

Fundamental e Médio, na metodologia resolucio de problemas;

Para utilizar a histéria da Matemdtica em sala de aula na metodologia resolucdo de
problemas, € necessario conhecer ndo somente problemas soltos e descontextualizados, pois

assim eles perdem o sentido dentro da proposta. A histéria da Matemadtica deve ser um forte
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agente dentro do estudo como um todo, pois no processo evolutivo desta ciéncia, muitos

acontecimentos politicos e sociais contribuiram para o desenvolvimento da disciplina.

. Investigar o nivel de conhecimentos em histéria da Matemadtica, dos professores de

Matematica, identificando se eles a utilizam como recurso didatico;

Este estudo possui relevancia, pois dd a possibilidade de conhecermos o nivel de
atualizac@o dos professores que atuam nas escolas e, além disso podemos oferecer recursos para

que estes se capacitem.

1.3  Metodologia

O presente trabalho optou por uma metodologia de base qualitativa. Realizando a andlise
da aplicacdo da atividade didatica de histéria da Matemdtica e resolucdo de problemas através da
observacdo e registros realizados pela pesquisadora e por uma entrevista realizada com a
professora. Optando na andlise da investigacdo com os professores pelo estudo exploratério,

permitindo uma investigacdo mais profunda dos problemas em questao:

° os professores de Matematica utilizam a histéria da Matemaética como recurso didatico?

. o uso da histéria da Matemadtica associado a metodologia resolu¢do de problemas pode

auxiliar o processo de ensino e aprendizagem do Matemética do Ensino Béasico?
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Para responder ao primeiro questionamento, aplicamos um questiondrio com 12 perguntas
(anexo 1) em 100 professores de Matemadtica, da regido da grande Porto Alegre, que atuam no
Ensino Fundamental e Médio, para investigar se os professores afirmam ter conhecimentos em

histéria da Matemaética e o quanto a utilizam em suas aulas.

Para andlise do instrumento aplicado, foram validados 70 questiondrios dos 100
distribuidos, pois 30 questiondrios voltaram preenchidos apenas com o perfil € nenhuma pergunta
relativa ao assunto da investigacdo respondida. Na organizacdo dos dados coletados utilizamos

uma andlise estatistica descritiva o que permitiu uma melhor visualizag¢do da realidade.

O instrumento aplicado foi composto por 4 questdes de alternativa simples e 8 perguntas
abertas, conforme anexol. As respostas dos professores foram organizadas por categorias e
levamos em consideracdo apenas as respostas validas, por essa razdo a base de respostas de cada

questdo varia entre 56 e 70 respostas vélidas.

Para responder a segunda pergunta da investigacdo, realizamos um levantamento
bibliografico para a organizacdo didatico pedagdgica de uma atividade: “O Problema das Sete
Pontes de Konigsberg”, que buscou relacionar a histéria da Matematica com a metodologia de
resolucdo de problemas. O objetivo dessa atividade foi sugerir aos professores de Matemadtica um

exemplo de uma ferramenta didatica para utilizacao em sala de aula.

A atividade proposta enfatiza a relacdo temporal na resolu¢do de problemas e apresenta
uma seqiiéncia didética que objetiva levar os estudantes a tirarem conclusdes e através da analise

do problema proposto deduzir as proposi¢des dadas por Euler ao solucionar o problema.
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Escolhemos o Problema das Sete Pontes de Konigsberg por tratar-se de uma interessante
realidade vivida pelos moradores da antiga cidade da Prissia, que se situava junto ao Rio Pregel,

muito conhecido na Matemética devido ao famoso matematico suico Leonhard Euler.

Além disso, € um problema de processo, cuja solugdo envolve operagdes que nao estdo
contidas no enunciado dos problemas e ndo podem ser resolvidos pela aplicacdo automatica de
algoritmos (DANTE, 2002). Logo, este é um tipo de problema que proporciona ao aluno

desenvolver suas proprias capacidades e estratégias de resolucao de problemas.

Para verificar a aplicabilidade da proposta, inicialmente aplicamos um teste piloto com
oito alunos do 1° ano do Ensino Médio,com duragao de dois periodos (2 horas/ aula), no colégio
Concordia, situado na cidade de Porto Alegre. O teste apesar de obter resultados positivos, pois
os alunos demonstraram interesse e motivacdo com relacdo a atividade e solucionaram o
problema antes do tempo previsto, sem ser necessario desenvolver toda a seqiiéncia didatica,
verificamos que o piloto havia ficado muito extenso, ultrapassando o tempo reservado para o

trabalho, tornando a atividade cansativa. Assim, o projeto passou por reformulacdes antes de sua

aplicagdo efetiva.

Em seguida, passamos para a segunda etapa do estudo, a aplica¢do da atividade em outra
turma. A atividade piloto foi aplicada em uma turma de 1° ano do Ensino Médio. Porém
aplicamos o projeto reformulado em uma turma de 8° série por considerar a atividade adequada

para ser trabalhada em turmas a partir da 8° série do Ensino Fundamental.



27

Aplicamos o experimento com 24 alunos em uma turma de 8° série do Ensino
Fundamental, da Escola Padre Antonio Vieira, situada na cidade de Eldorado do Sul, que fica
localizada entre as cidades de Porto Alegre e Guaiba. Consideramos satisfatdria a aplicacao, pois
os alunos apesar de nao estarem acostumados com este tipo de trabalho, demonstraram interesse
pela atividade e motivaram-se com a aula. Os estudantes trabalharam em pequenos grupos e
solucionaram o problema nos dois periodos reservados a aplicagdo da atividade. Durante a
atividade a pesquisadora realizou as observacdes e o registro das situa¢des mais significativas

para andlise da aplicagdo da atividade. A anélise encontra-se descrita no capitulo 3.

Também foi realizada uma entrevista semi estruturada, apds a aplicacao da atividade, com

a professora que aplicou a atividade na turma piloto.

Salientamos que a pesquisa qualitativa ndo objetiva a descoberta de leis sociais e estd
mais preocupada com a compreensdo ou interpretacdo do fendmeno social, com base nas
perspectivas dos atores por meio da participagdo em suas vidas (Taylor & Bogdan, 1984). O
pesquisador segundo Santos Filho e Gamboa (2002) precisa tentar compreender o significado que

os outros dao as suas proprias situagoes.

1.3.1 Analise da investigacao com os professores

A presente pesquisa teve como principal objetivo, investigar a utilizacdo da Histdria da

Matemadtica pelos professores da area, bem como identificar a forma como estes profissionais a

utilizam em seu trabalho diario de sala de aula.
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Como ja mencionamos, a pesquisa foi aplicada em 100 professores, atuantes na drea de

Matematica e, através de andlise posterior, foram validados apenas 70 questiondrios (anexo 1).

A experiéncia visou identificar o nivel de escolaridade desses professores e as séries de

atuacdo. As tabelas a seguir mostram a caracteriza¢ao dessa amostra.

Caracteriza¢ao da Amostra:

Formacao do professor

Tabela 1

Formacao Freqiiéncia Y
Matematica 61 87,1
Ciéncias 5 7.1
Letras 2 2,9
Histéria 2 2,9
Biologia 2 2,9
Total 70
Tabela 2
Nivel de formagao
Nivel Freqiiéncia %
Licenciatura plena 48 68,6
Especializacao 8 11,4
Licenciatura curta 6 8.6
Graduagdo incompleta 5 7,1
Mestrado 3 4.3
Total 70
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Tabela 3
Séries que os professores atuam em sala de aula:

Série Freqiiéncia %
Ensino Fundamental 39 55,7
Ens. Fundamental + Ens. Médio 16 22,9
Ensino Médio 11 15,7
Ens. Superior 3 4,3
Nao Respondeu 1 1,4
Total 70 100,0

Tabela 4

Tempo de servigo

Tempo de servigo Freqiiéncia %
1 -5 anos 16 22.9
6 — 10 anos 28 40,0
11 - 15 anos 11 15,7
16 — 20 anos 13 18,6
+ de 20 anos 2 2,9
Total 70 100,0

Tabela 5

Tipo de escola que atuam

Tipo de escola Freqiiéncia %
Publica 33 47,1
Particular + Publica 25 35,7
Particular 12 17,1
Total 70 100,0

Com base na caracterizagdo da amostra, percebemos que entre os 70 professores
pesquisados 87,1% possuem formacao em Matemaética (tabela 1) e 68,6% desses educadores t€ém
formacdao em Licenciatura Plena (tabela 2). Um numero bastante expressivo, também, € a

quantidade de professores que atuam somente no Ensino Fundamental, 55, 7% da amostra (tabela
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3). Observamos que a maioria dos investigados atua no ensino hd cerca de 7 anos (tabela 4) e

principalmente na rede publica de ensino (tabela 5).

ApOs a caracterizacdo da amostra, a seguir estdo relacionadas as questdes em discussdo:

Tabela 6

A compreensdo dos professores com respeito a
relacdo entre histdria e ensino de Matemadtica.

Resposta Freqiiéncia %

Importante para a aprendizagem 33 47,1
Interessante 21 30,0
E necessario conhecer a histéria desde sua origem 3 4.3
Situar o aluno cronologicamente 3 43
Facilita a compreensdo dos conteddos 2 2,9
A histéria € capaz de mostrar o por que alguns 2 2,9
contetidos sdo geralmente dificeis

A relagdo € motivadora 2 2,9
Nao responderam 4 5,7
Total 70 100,0

Grafico 1

Vocé utiliza a historia da matematica em suas aulas?
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Fonte:Investigacdo com os professores de Matemdtica do Ensino Fundamental e Médio
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A partir dos dados levantados na pesquisa, concluimos uma tendéncia a utilizacdo da
histéria da Matematica em sala de aula. Porém, € importante ressaltar que, apesar de 47,1%
professores (tabela 6) acharem muito importante a utilizacao do recurso nas aulas de Matemadtica

para a aprendizagem do estudante e 30,0% acharem interessante trabalhar com a histéria, apenas

30,0% (grafico 1) professores afirmaram utilizar este recurso em suas atividades.

Tabela 7
Por que os professores utilizam a histéria da Matematica em suas aulas.

Resposta Freqiiéncia %
Por que motiva os estudantes ao estudo da matemaética 26 45,6
Por que o uso da histéria auxilia na aprendizagem dos 21 36,8
conteudos
Por que estd nos pardmetros curriculares 5 8,8
Por que € uma nova tendéncia dentro do ensino da 5 8.8
Matemitica
Base 57 100,0

Obs.: 13 professores ndo responderam a esta questao

Com relacdo a este item da investigacdo, 46,5% dos professores que responderam a esta
questdo, afirmaram utilizar a histéria da Matemaética em suas aulas, por que motiva os estudantes
ao estudo da Matematica (tabela 7) e, boa parte, 36,8% dos professores, afirmaram que o uso da

histéria pode auxiliar na aprendizagem dos contetdos (tabela 7).

Tabela 8
Qual € a freqiiéncia com que os professores utilizam a
histéria da Matemadtica em suas aulas.

Resposta Freqiiéncia Y
Sempre que inicio um novo conteido 33 579
Uma vez a cada bimestre 9 15,8
Raramente durante o ano 9 15,8
Uma vez por semestre 6 10,5
Base 57 100,0

Obs.: 13 professores ndo responderam a esta questio
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Tabela 9
De que forma os professores de Matematica abordam os contetdos de historia em suas aulas

Resposta Freqiiéncia 90
Conta a vida dos principais matematicos, relativo aos 10 17,5
conteudos
Quando inicio um novo contetudo fago referéncia a 10 17,5
época
N3do aborda 6 10,5
Levo para as aulas livros que falem um pouco da 6 10,5
histéria
Debates em sala de aula 5 8.8
Faco a leitura de paradidaticos 4 7,0
Pela necessidade 4 7,0
Faco pesquisa na area 4 7,0
Uso pouco a histéria em sala de aula 3 5,3
Trabalho com situag¢des problemas 3 5,3
Livros didaticos que tratem do assunto 1 1,8
Indico livros para leitura 1 1,8
Base 57 100,0

Obs.: 13 professores ndo responderam a esta questao

Com a andlise da tabela 8, verificamos que 57,9% dos professores que responderam esta
questdo, utilizam a histéria da Matemadtica em suas aulas sempre que um novo conteido é
iniciado e 15,8% dos professores afirmaram utilizar a histéria raramente durante o ano letivo, o
que é um nimero expressivo dado o tamanho da amostra. E interessante chamar atenco para o
seguinte dado: apesar de 30,0% dos professores utilizarem recursos da histéria em suas atividades
didrias (gréfico 1), a tabela 9 mostra que os professores ndo sabem como usufruir deste recurso,
pois usar a histéria da Matemadtica como recurso diditico em sala de aula, ndo € simplesmente
contar a vida dos matemdticos em questdo, ou iniciar um novo conteido fazendo referéncia a
época e, mais relevante ainda, fazer com que os alunos fagam leituras de livros de histéria sem
contextualizar o conteido em discussdo. Outro ponto importante que salientamos, é que apenas 3
professores afirmaram utilizar a histdria trabalhando com situacdes problemas (tabela 9), o que

demonstra a importancia de realizar investigacdes nessa area.
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Grafico 2

Na sua formacédo académica vocé teve historia da Matematica?
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Fonte:Investigagdo com os professores de Matemdtica do Ensino Fundamental e Médio

Observando o grifico 2 e comparando seus resultados com o restante da andlise,
verificamos que a falta de conhecimento na drea é o principal motivo pelo qual os professores
nao utilizam a histéria em suas aulas de Matematica. Ainda no grafico 2, verificamos que apenas
35% dos professores tiveram esta disciplina em sua formagio, o que comprova o quanto oS

educadores necessitam de atualizac¢do para sua docéncia e mais do que isso, a falta de material de

apoio dificulta o seu trabalho.
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Tabela 10
Quais as razdes levaram os professores a buscar
a histéria da Matemadtica para suas aulas

Resposta Freqiiéncia %

Motivar o aluno ao estudo da disciplina 10 17,5
Para tornar a aula mais interessante 7 12,3
Facilitar na aprendizagem 6 10,5
Para conscientizar o aluno da importancia da 6 10,5
matematica

Para obter novos conhecimentos 5 8.8
Pela curiosidade dos alunos 5 8.8
Percebi que era importante 4 7,0
Mostrar que a matematica surgiu por uma necessidade 4 7,0
humana

Para atualizar-me 3 5,3
Conheco pouco sobre o assunto 1 1,8
Por que est4 nos parametros 1 1,8
Senti que havia uma falha na minha formacao 1 1,8
Nao responderam 4 7,0

Total 57 100,0

Obs.: 13 professores ndo responderam a esta questio

Neste item da andlise (tabela 10) obtivemos diferentes respostas, porém a maioria
demonstrou uma unica preocupacdo: a melhoria do ensino aprendizagem da Matemdtica. Os
educadores reforcaram que falta motivacdo por parte dos alunos com relagdo a disciplina e que
suas aulas estdo pouco interessantes e mais do que isso, que a histdria seria um bom aliado para
superar as dificuldades encontradas por eles. Um dado muito interessante que analisamos nesta
questdo é que 7,0% dos professores pesquisados apontam a utilizacdo da histéria em suas aulas
como um importante recurso para mostrar aos alunos que a Matemadtica surgiu por uma
necessidade humana, ou seja, que a disciplina possui razdes importantes para existir, reforcando a

importancia de usufruir esse recurso para auxiliar no processo de aprendizagem.



Tabela 11

Onde os professores buscam recursos para utilizar
a histéria da Mmatemadtica em suas aulas

35

Resposta Freqiiéncia %
Livros didaticos 42 73,7
Livros de histéria 15 26,3
Internet 12 21,1
Biblioteca 1 1,8
O que aprendi na graduagdo 1 1,8
Base 57 100,0

Obs.: 13 professores ndo responderam a esta questdo

Outro fator relevante e que verificamos

na pesquisa, ¢ a falta de material de apoio

apontado pelos docentes da drea. A tabela 11 mostra, que 73,7% dos mestres buscam recursos

para as aulas em livros didaticos.

Tabela 12
Quanto a material de apoio,os professores pesquisados, adotam livro didatico?

Resposta Freqiiéncia %
Nio 46 65,7
Sim 21 30,0
N3ao responderam 3 4,3
Total 70 100,0
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Grafico 3
O livro que vocé adota, aborda, de alguma forma a histéria da Matematica?
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Fonte:Investigagdo com os professores de Matemdtica do Ensino Fundamental e Médio

De acordo com nosso estudo, os professores de Matemdtica apontam como uma das
dificuldades para trabalharem a histéria em suas aulas, a falta de material de apoio. Juntamente
com isso, a tabela 12 aponta que 65,7% dos professores ndo adotam livro didético nas aulas e,
apesar de apenas 21 professores terem respondido esta questdo, eles apontam, no grafico 3, que

os livros adotados ndo abordam tépicos de historia.
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Tabela 13
Os efeitos percebidos pelos professores ao
utilizarem a histéria da Matemadtica em suas aulas

Resposta Freqiiéncia %
Maior interesse dos alunos 21 36,8
Mais motivag@o com a disciplina 14 24,6
Nao fez diferenca 6 10,5
Mais facilidade na aprendizagem dos contetidos 4 7,0
Os alunos sentiram-se mais a vontade com o contetido 3 5,3
Os alunos ficaram impressionados com a maneira 3 5,3
como a Matematica evoluiu.
Despertou o interesse pela pesquisa 3 5,3
Cria outro tipo de relacdo entre o aluno e a disciplina 2 3,5
N3ao responderam 1 1,8

Base 57 100,0

Obs.: 13 professores ndo responderam a esta questao

O item da tabela 13 € de grande importancia para nossa discussao, pois ressalta os efeitos
positivos que o uso da histéria da Matemadtica em sala de aula pode ocasionar. Em nossa andlise,
comprovou-se a falta de conhecimento dos professores nesta drea, porém mesmo com tal
resultado, eles admitem que a utilizagdo deste recurso, € muito positivo na aprendizagem dos
conteidos matematicos e no desenvolvimento da disciplina. Dentre os professores pesquisados,
36,5% apontam que houve maior interesse dos estudantes com relagdo ao estudo e que a

motivacdo dos mesmos, aumentou consideravelmente.
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Griéfico 4
Para quem ensina e para quem aprende Matematica, é importante saber
histéria da Matematica?
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Fonte:Investigagdo com os professores de Matemdtica do Ensino Fundamental e Médio
Tabela 14
Comentarios dos investigados sobre a relagdo entre
histéria e pedagogia da Matematica
Resposta Freqiiéncia 9o
A histéria da Matemadtica deveria ser disciplina 8 72,7
obrigatéria nos curriculos dos cursos de licenciatura em
matematica
Na formacao dos professores deveria haver uma 2 18,2
disciplina especifica de histéria
Realizar mais pesquisas na area, fazendo com que os 1 9,1
resultados cheguem as salas de aula
Base 11 100,0

Obs.: 59 professores néo responderam a esta questao.

Cabe ainda ressaltar, que apesar dos poucos comentérios obtidos na questdao 13, a maioria
torna publico a necessidade de ter disciplinas de histéria da Matemadtica na formacgao do

professor, com a finalidade oportunizar conhecimentos e esclarecer ddvidas, para que os
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professores em questdo possam trabalhar com mais tranqiiilidade com esse recurso em sala de

aula.

Mais adiante, neste trabalho pretendemos apresentar uma atividade metodolégica
utilizando a histéria da Matemaética associada a metodologia resolucdo de problemas para que os
professores possam utilizar em seu trabalho em sala de aula, mostrando que nao basta o educador
ir para a sala de aula com nomes e datas histdricas, pois assim o conteido fica sem significado e
ndo motiva o estudante ao seu estudo, ficando desvinculado do momento, contexto e situagao ao
qual foi construido. E importante dar um enfoque investigativo ao assunto, para que o estudante
consiga entender que o conteido é um processo em constante construcdo. Dessa forma, o
aprendiz compreenderd que a formaliza¢do de uma idéia matematica é resultado de um momento

historico.



2 A HISTORIA DA MATEMATICA E A METODOLOGIA RESOLUCAO DE

PROBLEMAS

2.1  Resoluc¢ao de problemas

Ensinar Matemadtica € muito mais do que ter conhecimento profundo dos contetidos. E
uma busca continua de métodos e estratégias que satisfacam os propédsitos da educacao. Conhecer
e dominar a disciplina é fundamental, mas ndo suficiente para motivar e propiciar ao estudante

um bom aproveitamento da disciplina.

A sociedade atual exige, mais do que nunca, do sistema educativo a capacitacdo das
pessoas para resolver problemas. Problemas nido quer dizer problemas matematicos, mas sim,
uma situacdo desconhecida total ou parcialmente sobre o que se tenha de tomar uma decisdo

razodvel, em um periodo de tempo determinado (GROENWALD, 1999).

Os objetivos gerais da drea de Matematica, nos PCN (1999), buscam contemplar todas as
linhas que devem ser trabalhadas no ensino de Matemdtica. Esses objetivos t€m como propésito

fazer com que os alunos possam pensar matematicamente, levantar idéias, estabelecer relacdes
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entre elas, desenvolver formas de raciocinio, estabelecer conexdes entre temas matematicos e

outras dreas e desenvolver a capacidade de resolver problemas.

Entre os objetivos gerais listados no Padrao Referencial de Curriculo (1998) encontra-se:

“valer-se do conhecimento da logica matemdtica, identificando, analisando e abstraindo através

de situacoes problemas numa relagdo do sujeito com o mundo real, interpretado e construido em

diferentes linguagens”.

Ainda segundo o Padrdao Referencial de Curriculo (1998) a Educacdo Matematica

necessita:

a) privilegiar a construcdo de significados, sem deixar de lado a linguagem simbdlica;

b) desenvolver a capacidade de matematizar situacdes reais;

c) estabelecer relacdes entre os diversos problemas, em diferentes contextos;

d) realizar atividades articuladas com outras dreas do conhecimento e da educacdo.

Segundo Polya (1995): “Educar através do processo da resolu¢do de problemas em sala de

aula, tem como objetivo, elevar a criatividade e o interesse dos alunos em sala de aula, bem

como, habituar os estudantes a tratar situagdes problemadticas abertas, € ndo somente torna-los

seres capazes de resolver exercicios mecanicamente”.
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Neste sentido sustenta-se a idéia de que a resolucdo de problemas € uma atividade de
grande importancia na Matemadtica, ndo somente por que contribui para o desenvolvimento da
ciéncia em si, mas também por que possibilita a transferéncia de aprendizagem, melhora a
capacidade analitica, aumenta a motivagdo e contribui para uma melhor compreensdo da

Matemética (GONZALEZ, 1993).

Para que estes objetivos sejam cumpridos, € necessdrio que, os estudantes sejam expostos
a numerosas e variadas experiéncias, afim de encoraji-los a valorizarem a iniciativa em
Matematica, a desenvolver hdbitos matematicos da mente e a entender e apreciar o papel dessa
disciplina na vida. Levando-os a explorar, adivinhar e até mesmo, a cometer erros de modo que,

através dessas atividades, ganhem confianca em sua capacidade de resolver problemas.

Na opinido de Andrade (1998): “A resolugcdo de problemas € muito importante para a
aprendizagem do aluno, pois esta metodologia possibilita ao estudante um maior crescimento
cognitivo, além de motivd-lo ao estudo da Matemadtica, mostrando a ele o lado real da

disciplina.”

Para Polya (1995): “Resolver problemas era o tema mais importante para se fazer

Matemitica, e ensinar o aluno a pensar era sua importancia primeira”.

Resolucdo de problemas envolve aplicar a Matemdtica ao mundo real, atender a teoria € a
pratica de ci€ncias atuais e emergentes e resolver questdes que ampliam as fronteiras das proprias

ciéncias matematicas (BICUDO, 1999).
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Andrade (1998) afirma que: “Em nivel mundial, as investigagdes sistemdticas sobre
Resolucdo de Problemas e suas implicacdes curriculares tém inicio na década de 1970. Embora
grande parte da literatura hoje conhecida em resolucdo de problemas tenha sido desenvolvida a

partir dos anos 70”.

No final dos anos 70, a resolucdo de problemas ganhou espagco no mundo inteiro.
Comecou o movimento a favor do ensino de resolu¢do de problemas. Em 1980 € editada, nos
Estados Unidos, uma publicacdo do NTCM — National Council of Teachers of Mathematics — que
chamava todos os interessados, pessoas € grupos, para juntos, buscar uma melhor Educacdo

Matematica para todos.

A primeira dessas recomendacdes dizia que “resolver problemas deve ser o foco da
Matematica escolar para os anos 80” e destacava que “o desenvolvimento da habilidade em
resolucdo de problemas deveria dirigir os esfor¢os dos educadores mateméticos por toda esta
década e que o desempenho em resolver problemas mediria a eficiéncia de um dominio, pessoal e
nacional, da competéncia Matemdtica”. Em outro relato do documento, dizia que € preciso
preparar os individuos para tratar com problemas especiais com que irdo se deparar em suas

proprias carreiras.

O referido documento, enfatiza as seguintes agdes:

° o curriculo matemaético deveria ser organizado ao redor da resolucdo de problemas;
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. a definicdo e linguagem de resolugdo de problemas em Matematica deveria ser
desenvolvida e expandida de modo a incluir uma ampla gama de estratégias, processos € modos

de apresentacdo que encerrassem o pleno potencial das aplicagcdes matemadticas;

. os professores de Matemdtica deveriam criar ambientes de sala de aula onde a resolugdo

de problemas pudesse prosperar;

. materiais curriculares adequados ao ensino de resolucdo de problemas deveriam ser

desenvolvidos para todos os niveis de escolaridade.

Em decorréncia dessas intimeras manifestacdes com relacdo a resolu¢do de problemas,
que comecaram nos anos 80, € que hoje a resolucdo de problemas esta cada vez mais difundida, e

nao somente como exercicio de aplicacdo, mas sim como metodologia de ensino.

Segundo Andrade (1998): “A resolu¢do de problemas passa a ser pensada como uma
metodologia de ensino, como ponto de partida e um meio de se ensinar Matemadtica. O problema

€ olhado como um elemento que pode disparar um processo de construcdo do conhecimento”.

Sob este enfoque, problemas sdo propostos ou formulados de modo a contribuir para a
formacdo dos conceitos antes mesmo de sua apresentacdo em linguagem Matematica formal. O
foco esta na acdo por parte do aluno. Ao ensinar Matematica através desta metodologia, observa-
se que os problemas sdo importantes nao somente como um proposito de se aprender Matematica,

mas, também, como um primeiro passo para se fazer isso. O ensino-aprendizagem de um tépico
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matematico comeca com uma situagao-problema que expressa aspectos-chave desse topico e sao

desenvolvidas técnicas matematicas como respostas razodveis para problemas razodveis.

Um dos objetivos de aprender Matematica € o de poder transformar certos problemas nao
rotineiros em rotineiros. O aprendizado deste modo pode ser visto como um movimento do
concreto (um problema do mundo real) para o abstrato (representagdo simbodlica). Para Pozo, o
ponto central do interesse em trabalhar o ensino-aprendizagem de Matematica através da
resolucdo de problemas baseia-se na crenca de que a razdo mais importante para este tipo de
ensino € a de ajudar os alunos a compreender os conceitos, 0s processos e as técnicas operatorias

necessdrias dentro do trabalho feito em cada unidade temaética (1998, p.9).

Na visdo do professor, a compreensao da Matemadtica, por parte dos alunos, envolve a
idéia de que entender € essencialmente relacionar. Esta posi¢do baseia-se na observacao de que a
compreensdo aumenta quando: o aluno € capaz de relacionar uma determinada idéia matemaética a
outros contextos; o aluno consegue relacionar um dado problema a um grande ndmero de idéias
matematicas implicitas nele; o aluno consegue construir relagdes entre as vdrias idéias

matematicas contidas num problema (POLYA, 1995).

E importante observar, que compreender deve ser o principal objetivo do ensino,
apoiados na crenca de que o aprendizado da Matemadtica, pelos alunos, € mais forte
quando € autogerado do que quando lhe € imposto por um professor ou por um livro texto.
Quando um professor ensina Matemadtica através da metodologia resolucéio de problemas,
ele deve estar consciente, que o que ele estd dando ao seu aluno, é uma ferramenta para
que ele desenvolva sua prépria compreensdo. Logo, a medida que a compreensido dos
alunos se torna mais profunda e mais rica, sua habilidade em usar matemética para

resolver problema aumenta consideravelmente (POZO, 1998, p.9).
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Sdo caracteristicas do ensino da Matemdtica construtivista: construir sobre um
conhecimento prévio, enfatizar sobre o pensar, dar tempo para pensar, esperar por explicagdes ou
justificativas para as respostas ou pelo modo de pensar, fazer perguntas e saber ouvir, reconhecer
que a Matematica € “parte invencdo” e “parte convengdo”, trabalhar os conceitos e

procedimentos matematicos em termos de resolucdo de problemas.

Na abordagem resoluciao de problemas como uma metodologia de ensino, o aluno, tanto
aprende Matematica resolvendo problemas, como aprende Matematica para resolver problemas.
Nesse trabalho, o papel do professor muda de comunicador de conhecimentos para o de
observador, organizador, mediador, interventor, controlador e incentivador da aprendizagem. Ele
lanca questdes desafiadoras e ajuda os alunos a se apoiarem, uns nos outros, para atravessarem as
dificuldades. O professor faz a intermediacao, leva os alunos a pensar, espera que eles pensem, da
tempo para isso, acompanha suas exploracdes e resolve, quando necessdrio, problemas

secundarios.

2.1.1 Conceito de Problema

Planejar situagdes que garantam a aprendizagem tem sido um dos grandes desafios de
todos os que se ocupam da reflexdo sobre o trabalho em sala de aula. Para atuar dentro da
metodologia resolucdo de problemas, é necessario, primeiramente, que o professor saiba, com
clareza, o conceito de problema, para que desta forma possa realizar um trabalho eficiente.
Resolver problemas € o meio para a constru¢do dos conhecimentos matematicos, € a esséncia da
atividade matematica (MARINCEK, 2001). Muitos autores conceituam problemas de diferentes

formas. Neste sentido, vamos expor algumas destas idéias.
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Podemos partir de uma definicdo ja cldssica de problema: “E uma situagdo que um
individuo ou grupo, quer ou precisa resolver e para a qual ndo dispde de um caminho rapido e

direto que o leve a solu¢ao” (LESTER, 1983, apud POZO, 1998).

Em Matematica, entende-se por problema qualquer tipo de atividade procedimental que
seja realizada dentro e fora da sala de aula. No entanto, uma tarefa qualquer (seja Matemaética ou
nao) ndo constitui um problema. Para que possamos falar da existéncia de um problema, a pessoa
que estd resolvendo esta tarefa precisa encontrar alguma dificuldade que a obrigue a questionar

sobre qual seria o caminho que precisaria seguir para alcancar a meta (GROENWALD, 1999).

Para V. Brenes e M. Murillo (1994) apud Polya (1995): “Entende-se que resolver um
problema € fazer o que se faz quando ndo se sabe o que fazer, pois se sabemos o que se deve

fazer, entdo nao ha problema”.

Para Pélya (1995): “O problema pode ser modesto, mas se ele desafiar a curiosidade e
puser em jogo as faculdades inventivas, quem o resolver por seus proprios meios experimentara a

tensdo e gozard o triunfo da descoberta”.

Todo o problema é um desafio que pde a prova nossos saberes, nossa capacidade de
interpretar, de detectar a informacdo relevante, de relacionar, operar, de antecipar, de organizar e

de validar os procedimentos.

Segundo Kilpatrick (1982): “O conceito de problema matematico pode ser abordado sob

quatro pontos de vista: matemadtico, curricular, cognitivo e sociolégico”.
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Na perspectiva matemadtica, o que interessa é o problema como estrutura, bem como seu
papel no processo de ensino e aprendizagem no desenvolvimento da Matemadtica. No ponto de
vista pedagdgico, os problemas sdo enfocados observando o seu grau de complexidade, em
funcdo das demandas intelectuais dos estudantes, assim podendo classificd-los. Quanto a
perspectiva socioldgica e curricular, € importante que o problema seja contextualizado, isto €, que
o aluno seja capaz de transferir seus conhecimentos matematicos para a realidade. Enfocando o
ponto de vista cognitivo, a resolucdo de problemas passa a ser um processo pelo qual se aplicam
conhecimentos previamente estabelecidos, isto €, todo o ensino estrutura-se primeiro em preparar

o terreno para que depois o aluno possa resolver problemas (SMOLE; DINIZ, 2001).

Neste contexto, pode-se denominar problema matematico, como sendo toda situacdo que
requer a descoberta de informagdes matemadticas desconhecidas para solucioné-lo, e/ou a
inven¢ao de demonstracdes de resultados matematicos. O fundamental é que o resolvedor tenha
de inventar estratégias e criar idéias; ou seja: pode até ocorrer que o resolvedor conheca o
objetivo a chegar, mas s6 estard enfrentando um problema se ele ainda ndo tem os meios para

atingir tal objetivo. Um bom problema de matematica é muito mais do que uma charada.

Ampliando o conceito de problemas, devemos considerar que a resolu¢cdo de problemas
trata de situagdes que ndo possuem solucao evidente e que exijam que o resolvedor combine seus

conhecimentos e decida pela maneira de usi-los em busca da solucdo (SMOLE; DINIZ, 2001).

Problema é qualquer situacio que exija o pensar do sujeito para soluciona-lo. Problema —
matematico € qualquer situacdo que exija a maneira matematica de pensar e conhecimentos

matematicos para soluciond-lo. Problemas de aplicacdo sdo aqueles que retratam situagdes reais
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do dia-a-dia e que exigem o uso da Matemadtica para serem resolvidos, sdo também chamados de

situacdo — problema (DANTE, 2002).

Para entender um pouco mais o sentido de situagcdo-problema, Perrenoud (1999) afirma
que: “Uma situagdo-problema, ndo é uma situacdo diddtica qualquer, pois deve colocar o

aprendiz diante de uma série de decisdes a serem tomadas para alcancar um objetivo que ele

mesmo escolheu, ou que lhe foi proposto e até tragado.”

Na perspectiva construtivista o aluno estd diante de um problema, quando uma
determinada situacdo nao € passivel de ser assimilada aos seus esquemas, provocando, assim,
uma situacdo de desequilibrio. A metodologia resolucdo de problemas representa, em esséncia,
uma mudanga de postura em relacdo ao que seja ensinar Matemadtica, isto €, um problema nao
significa apenas compreensao do que € exigido, ou aplicacdo de técnicas e formulas adequadas
para obter uma resposta correta, mas, além disso, uma atitude de investigacdo cientifica em

relagcdo aquilo que estd pronto.

Para Diniz (1999): O ensino atual se compde de apenas duas agdes:

° propor questdes;

o resolver as questdes propostas.
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Na perspectiva resolu¢do de problemas, o que se exige, € que, além dessas duas acdes se
coloquem mais duas: questionar as respostas obtidas e ainda, questionar a propria questdo

original (DINIZ, 1999).

O conceito de problema é muito amplo, podendo ter diferentes denominagdes, de acordo
com cada linha de pensamento. Acreditamos que o conceito de problema redne as seguintes

caracteristicas principais:

Conceito de Problema

Problema é...
Qualquer tipo de Qualquer tipo de Qualquer atividade
atividade que envolva atividade que desafie gue exija o pensar.
procedimento. a criatividade.
do aluno

Dentro e fora da
sala de aula.

Figura 1- Quadro resumo sobre o conceito de problemas
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Frente a essa discussdo, a resposta correta em um problema tem seu valor diminuido e a
énfase deve ser dada no processo de resolugdo, permitindo o aparecimento de solugdes diferentes,

comparando-as entre si e pedindo que alguns alunos verbalizem como chegaram a solugao.

2.1.2 Tipos de Problemas

Uma das preocupagdes dos professores € fazer com que os alunos sejam capazes de
resolver diferentes tipos de problemas nas aulas de Matemadtica. Mas, o que realmente isso

significa?

Para tornar mais simples a reflexdo, vamos analisar dois casos de problemas, segundo

Diniz (2001):

A) Ricardo comprou 3 pacotes de figurinhas. Em cada pacote ha 4 figurinhas.

Quantas figurinhas Ricardo tém ao todo?

B) Isso é um cérbero. Cada vez que uma de suas cabecas estd doendo, ele tem que
tomar quatro comprimidos. Hoje as suas trés cabecas tiveram dor. Mas o frasco ja estava no fim e

ficaram faltando comprimidos para uma cabec¢a. Quantos comprimidos havia no frasco?

Diniz (2001) afirma ainda que: “H4 uma unica semelhanca entre os dois problemas: Os
dois envolvem uma multiplicacdo. Eles diferem em varios outros pontos, seja no processo de

resolucdo, no nimero de respostas possiveis ou na forma de resolucao”.
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O problema A, possui frases curtas e objetivas e ndo exige um pensamento mais elaborado
para sua interpretacdo. Todos os dados que o resolvedor precisa estdo explicitos no texto de modo
claro e na ordem que precisam ser usados. J4 o problema B, tem uma estéria com personagens,
oferece uma situagdo inusitada. Isso motiva, encanta e envolve o aluno. Este caso exige uma
leitura mais cuidadosa do texto, pois o aluno precisa coletar as informacdes a além disso, decidir

quais as informacodes serdo necessarias para solucionar o problema.

O problema A, € o tipo mais comum trabalhado nas aulas de Matemaética e geralmente
encontrados nos livros diddticos. Porém o problema B, para Diniz (2001): “E um excelente tipo
de problema para ser trabalhado nas aulas de Matematica, pois estimula o desenvolvimento de
estratégias variadas de resolucdo. Além disso, favorece o desenvolvimento de diferentes maneiras

de pensar”.

E possivel diferenciar problemas do tipo dedutivo ou do tipo indutivo, dependendo do
raciocinio que o aluno precisa realizar para chegar a solu¢do. Por exemplo, fazer a demonstragcdo
de uma férmula matemética, pode ser chamado de problema dedutivo, enquanto que para
estabelecer regularidades no comportamento dos objetos em fun¢do do seu peso, € um problema
do tipo indutivo (POZO, 1998).

Uma das classificacdes clédssicas dos diferentes tipos de problemas, € a realizada por
Gestalf' |, em funcdo das atividades que as pessoas realizam para resolver problemas. Os

psicologos da Gestalt distinguiam entre pensamento produtivo e reprodutivo. O pensamento

* Foi uma escola de Psicologia que se desenvolveu na Alemanha entre as duas guerras mundiais e que deve seu nome
a um termo alemao que pode ser traduzido como “configurag@o”, ja que consideravam que os processos psicolégicos
deveriam ser analisados de forma global e estrutural.
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produtivo consiste na produgdo de novas solugdes a partir de uma organiza¢ao ou reorganizacao
dos elementos do problema, enquanto que o pensamento reprodutivo consiste na aplicacdo de
métodos ja conhecidos.

Esta distingao é semelhante a que antes fizemos entre problema e exercicio (POZO,
1998). Embora ambos exijam uma conduta dirigida para um objetivo e a utilizacdo de uma série
de meios para alcancd-lo, no caso dos problemas, essa situacdo pressupde algum obstaculo que o
sujeito deve superar, ou por que precisa obter novos meios para alcancar uma solugdo, ou por que
deve organizar de forma diferente os meios que ja dispde. Ao contrario, no caso do exercicio o

sujeito conhece e ja automatizou as técnicas que o levardo a solugao da tarefa.

Um problema bem definido ou estruturado, é aquele no qual é possivel identificar
facilmente se foi alcangada uma solug@o [...] neste tipo de tarefa tanto a proposi¢do como
a solucdo do problema e o tipo de operagdes que devem ser feitas para percorrer a
distancia entre ambos estdo especificados de forma muito clara. Pode-se citar como
exemplo de problema bem definido, qualquer problema de matematica escolar (POZO,
1998, p.20).

Um problema mal definido ou mal estruturado é aquele no qual o ponto de partida ou as
normas que estipulam quais sdo os passos necessdrios para resolver a tarefa sdo muito menos
claros e especificos (POZO, 1998). Além disso, nos problemas mal estruturados, é possivel
encontrar varias solucdes para um determinado problema, todas elas vdlidas e por meio de
métodos também diferentes e validos. Um bom exemplo, para problema mal definido €, segundo
Pozo (1998): “O que voce faria para evitar as conseqiiéncias da recess@o econdmica ocidental nos

paises do terceiro mundo?”.
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Podemos classificar os problemas ainda, em abertos e fechados.

Problemas fechados sdo os que apresentam certas caracteristicas que podem levar o aluno
a solucdo imediata do problema, através da aplicacdo de um ou mais algoritmos. Com isso, o

aluno pode transformar a linguagem usual em linguagem matematica (POZO, 1998).

Para Medeiros (2001): “Problemas abertos se caracterizam por ndo terem vinculo com os

dltimos conteudos estudados”.

Nos problemas abertos, os alunos tém a oportunidade de conquistar suas proprias idéias a
respeito de um novo conteido, fazendo com que o estudante viva a necessidade da busca de
solu¢do para o problema. Além disso, eles podem ser trabalhados em grupo, o que diminui o

medo de nao conseguir chegar ao resultado.

Um problema aberto tem por objetivo permitir que o aluno desenvolva um processo de
resolucdo de problemas, ou seja, onde o aluno desenvolverd a capacidade de tentar, supor, testar e

provar o que for proposto como solucdo para o problema (POZO, 1998).

Comparando os problemas abertos com os fechados, observa-se, de acordo com Billy
(1995), que no problema aberto, o objetivo do aluno € obter o resultado, superando os obstaculos
inerentes a um verdadeiro problema. O professor, anteriormente, constréi um problema, prevendo
0s obstdculos, para que o aluno possa superd-lo em uma situacao significativa. J4 no problema

fechado, o professor propde uma colecdo de exercicios variados e usa o0 método expositivo.
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Embora tais diferencas entre os tipos de problemas possam trazer consigo divergéncias
quanto aos procedimentos de resolucdo também € verdade que existe uma série de
procedimentos e habilidades que sdo comuns a todos os problemas e que todas as pessoas
colocam em agdo com maior ou menor competéncia. E evidente que para resolver
qualquer problema temos que prestar atencdo, recordar, relacionar entre si certos
elementos; mas também ¢é verdade que na maioria dos problemas estas habilidades tem
que estar numa determinada ordem para que nos levem a meta (POZO, 1998, p. 22).

Dentro da perspectiva, de problemas abertos e fechados, podemos classificid-los também,

segundo Diniz e Smole (2001) em:

. Problemas sem solugdo: Este tipo de problema rompe com a concepcado de que os dados
apresentados devem ser usados na sua resolucdo e de que todo problema tem solucdo. Além
disso, ajuda a desenvolver no aluno a habilidade de aprender a duvidar, a qual faz parte do

pensamento critico.

Pensamento critico significa uma atividade pratica reflexiva, cuja meta € uma crenga ou
uma acdo sensata. Ha cinco termos chaves relacionados a este termo: pratica, reflexiva,
sensata, crenga e agdo, que podem ser combinados na seguinte defini¢do operacional dada
por Ennis (1985). O pensamento critico € uma forma de pensamento racional, reflexivo,
focado no decidir aquilo em que acreditar ou fazer (TENREIRO, 1997, p. 26).

. Problemas com mais de uma solucdo: O uso desse tipo de problemas nas aulas de
Matematica, rompe com a crenga de que todo problema tem uma tunica resposta, bem como a
idéia que sempre hd uma maneira certa de resolvé-lo e que, mesmo quando ha varias solucdes,

uma delas € correta.
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O trabalho com problemas com duas ou mais solugdes faz com que o aluno perceba
que resolvé-los € um processo de investigacdo do qual ele participa como ser pensante e
produtor do seu préprio conhecimento (DINIZ; SMOLE, 2001, p. 109).

° Problemas com excesso de dados: Nesses problemas nem todas as informagdes
disponiveis no texto sdo usadas em sua resolucdo. Trabalhar com eles rompe com a crenca de que
um problema nao pode permitir dividas e de que todos os dados do texto sdo necessarios para a
sua resolucdo. Além disso, evidencia ao aluno a importancia de ler, fazendo com que aprenda a

selecionar dados relevantes para a resolu¢ao de um problema.

. Problemas de 16gica: Fornecem uma proposta de resoluc¢do cuja base nao € numérica, que
exigem raciocinio dedutivo e que propiciam uma experiéncia rica para o desenvolvimento de
operacdes de pensamento como previsdo e checagem, levantamento de hipéteses, busca de

suposicoes, andlise e classificagdo.

Ainda nesta perspectiva, Dante (2002), destaca alguns tipos de problemas:

° Problemas-padrao: Sua resolug@o envolve a aplicacdo direta de um ou mais algoritmos
anteriormente aprendidos e ndo exige qualquer estratégia. Sdo os tradicionais problemas

encontrados nos finais dos capitulos dos livros didaticos.

. Problemas-processo ou heuristicos: Sdo problemas cuja solu¢do envolve operagdes que
ndo estdo contidas no enunciado. Em geral, ndo podem ser traduzidos diretamente para a
linguagem matemadtica, nem resolvidos pela aplicacdo automadtica de algoritmos, pois exigem do

aluno um tempo para pensar e arquitetar um plano de a¢do, uma estratégia que podera leva-lo a
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solucdo. Por isso tornam-se mais interessantes do que os problemas-padriao. Estes problemas
agucam a curiosidade do aluno e permitem que ele desenvolva sua criatividade, sua iniciativa e
seu espirito explorador. E, principalmente, iniciam o aluno no desenvolvimento de estratégias e
procedimentos para resolver situagdes-problema, o que, em muitos casos, € mais importante que

encontrar a resposta correta.

. Problemas de aplicagdo: Sdo aqueles que retratam situacdes reais do dia-a-dia e que
exigem o uso da Matemdtica para serem resolvidos. Sdo também chamados de situacdes-
problema. Através de conceitos, técnicas e procedimentos matemadticos procura-se matematizar
uma situagdo real, organizando os dados em tabelas, tragcando gréficos, fazendo operagdes e etc.

Em geral, sdo problemas que exigem pesquisa e levantamento de dados.

° Problemas de quebra-cabeca: Sdao problemas que envolvem e desafiam grande parte dos
alunos. Geralmente constituem a Matematica recreativa, e sua solu¢ao depende, quase sempre, de

um golpe de sorte ou da facilidade em perceber algum trugue, que é chamado de solucao.

Ao trabalhar com os diferentes tipos de problemas nas aulas de Matematica, o professor
pode modificar a postura do aluno diante desta proposta. O aluno tem a oportunidade de verificar
que a resolucao de problemas estd muito além das simples estorias mateméticas encontradas nos
livros didaticos. Com a resolucdo de problemas, o estudante desenvolve seu senso critico, seu
espirito de investigacdo e sua autonomia, tornando-se um individuo capaz de enfrentar, observar,
discutir e deduzir os desafios, perseverando na busca de caminhos para possiveis solugdes

(DINIZ, 2001).
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TIPOS DE PROBLEMAS

Abertos

Fechados

Permitem que o aluno desenvolva
estratégias de pensamento, ou seja,
testar, propor e supor com o objetivo
de chegar a solugéo do problema.

Apresentam caracteristicas  que
levam o aluno a solugdo imediata do
problema.

Nao tém vinculo com o
ultimo conteldo.

Vem logo apés o
conteudo.

OBJETIVOS

Desenvolver estratégias.

Praticar conceitos vistos
anteriormente.

TIPOS

Simples

Problemas sem solucéao
I

Problemas de l6aica
I

Problemas auebra-cabeca
I

Problemas de processo

|
Problemas padrao

Problemas de aplicacao

Compostos

Figura 2 : Esquema (tipos de problemas)

Deve-se reconhecer a importancia dos problemas abertos, pois a partir deles, o estudante

descobre suas capacidades inventivas, ou seja, aqui ele desenvolve seus proprios critérios de
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resolucdo do problema. Diferente dos problemas fechados, onde os alunos sao treinados a realizar

e praticar métodos de solucao.

O importante no ensino, € estar em constante busca pelo aperfeicoamento do aluno.
Trabalhar com diferentes tipos de problemas nas aulas de Matematica, possibilita ao estudante
uma visao sob diferentes perspectivas da disciplina, tornando a sua compreensao mais simples e

prazerosa.

2.1.3 Diferenca entre exercicio e problema

Estudar Matemdtica é resolver problemas. Portanto a incumbéncia dos professores de
Matematica, em todos os niveis, € ensinar a arte de resolver problemas. O primeiro passo
nesse processo € colocar o problema adequadamente (DANTE, 2002, p. 43).

Trabalhar com a metodologia resolu¢do de problemas ndo € tarefa simples para o
professor. Ele deve estar atento a todos pontos e, um dos principais pontos, € saber diferenciar
claramente problema de exercicio. O professor deve ter em mente que solucionar um problema é
muito diferente de resolver um exercicio e que ambos sdo importantes atividades no processo de
ensino aprendizagem, desde que se saiba a diferencga entre seus objetivos. Para que esta diferenca

fique clara, destacamos conceitos importantes, segundo alguns autores.
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Podemos chamar uma situagcdo de problema, na medida em que exista um
reconhecimento dela como tal, e na medida em que ndo disponhamos de procedimentos
automadticos que nos permitam soluciond-la de forma imediata, sem exigir, de alguma
forma, um procedimento de reflexdo ou uma tomada de decisdo sobre a seqiiéncia de
passos a serem seguidos (POZO, 1998, p.16).

Esta ultima caracteristica diferencia um verdadeiro problema de situacdes similares, como
os exercicios, por exemplo. Logo, podemos dizer, que um problema se diferencia de um exercicio
na medida em que, neste dltimo, dispomos e utilizamos mecanismos que nos levam, de forma
imediata a solucdo. Assim, € possivel, que uma mesma situagdo represente um problema para
uma pessoa enquanto que para outra esse problema ndo existe. Isso por que, uma pessoa pode
possuir mais ou menos mecanismos cognitivos para resolver tal problema. Desta forma se ela

possui mais meios para resolver o problema, ela pode reduzi-lo a um simples exercicio.

Por exemplo: Consertar um circuito elétrico € um simples exercicio para algumas pessoas,
mas um problema complexo e trabalhoso para outras. Da mesma forma, interpretar a informacgao
contida num grafico ou isolar uma incdgnita numa equagdo matemadtica pode representar um
problema, um exercicio ou nenhuma das duas coisas, para alunos com diferentes conhecimentos e

atitudes.

Para Pozo (1998): “De forma sintética, podemos dizer que a realizacdo de exercicios se
baseia no uso de habilidades ou técnicas sobreaprendidas (ou seja, transformadas em rotinas

automatizadas como conseqiiéncia de uma prética continua). Limitamo-nos a exercitar uma
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técnica quando enfrentamos situagdes ou tarefas ja conhecidas, que nao representam nada de
novo e que, portanto, podem ser resolvidas pelos caminhos ou meios habituais”.

Dessa forma, nao € possivel determinar, a priori, se uma tarefa escolar ¢ um problema ou
exercicio, pois isso depende nao somente da experiéncia e dos conhecimentos prévios de quem a

executa, mas também dos objetivos que estabelece enquanto a realiza.

Segundo Gonzaléz (1987): “Tanto a realizagdo de exercicios como a resolucdo de
problemas sao duas atividades importantes no processo de ensino e aprendizagem da Matematica.
Entretanto, seus objetivos sdo muito diferentes: os exercicios sdao apropriados para a
aprendizagem e habilidades especificas, ja a resolucdo de problemas permite a aquisicdo de
enfoques gerais, que ajudam a enfrentar situacdes matemadticas diversas, possibilitando a

realizacdo de descobertas originais e ajudam a aprender a aprender”.

Dante (2002), afirma que: “E preciso fazer clara distin¢do entre o que é um exercicio € 0
que é problema [...] exercicio, serve para exercitar, para praticar um determinado algoritmo ou
processo. Problema ou problema-processo, € a descricdo de uma situacdo onde se procura algo

desconhecido e ndo se tem previamente estabelecido nenhum algoritmo que garanta sua solugdo”.

Concluindo, a solu¢do de problemas e a realizacio de exercicios constituem um
continuum educacional cujos limites nem sempre sdo féaceis de estabelecer. Entretanto, €
importante que nas atividades de sala de aula a distin¢c@o entre exercicios e problemas esteja bem
definida e, principalmente, que fique claro para o aluno que as tarefas exigem algo mais de sua

parte do que o simples exercicio repetitivo (POZO, 1998).
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Assim, € importante, que o professor esteja consciente da diferenca entre problema e
exercicio e, além disso, que ele saiba os objetivos de aplicar cada um deles, pois ambos possuem

plena importancia dentro da aprendizagem.

2.1.4 A Metodologia Resolucao de Problemas

A Matemadtica, apesar de estar presente constantemente na vida das pessoas, € algo
estranho a maioria delas que normalmente nao a compreendem, chegando mesmo a temer e/ou
odia-la. Por isso, um grande nimero de pessoas, mesmo capazes de utilizar sinais verbais, ndao
conseguem usar os simbolos e o raciocinio matemdtico. O motivo pode estar na natureza
intrinseca da ciéncia: abstrata; ou na forma como se d4 o seu ensino: verbalizacdo inadequada

(RABELO, 2002).

Analisar a resolucdo de problemas como uma perspectiva metodolégica a servico do
ensino e da aprendizagem de Matematica amplia a visdo puramente metodoldgica e
derruba a questdo da grande dificuldade que alunos e professores enfrentam quando se
propde a resolugdo de problemas nas aulas de Matemadtica (DINIZ; SMOLE, 2001, p.87).

Na metodologia resolucdo de problemas, deve ficar clara ao professor, que trabalhar nesta
perspectiva, requer paciéncia, pois o processo € vagaroso e repleto de idas e vindas, cabendo a ele
orientar o aluno sem atropelar a fase de criacdo. Cada nova colocacdo sobre um problema
necessita de tempo para que os alunos compreendam e se decidam por condutas de acdo nem

sempre as mais eficientes e as vezes incorretas. Logo, um unico problema pode ocupar vdrias



63

aulas, seguidas ou ndo, sendo necessdrio sacrificar a quantidade de problemas em favor da

qualidade de ensino.

O professor deve desenvolver o processo ensino-aprendizagem sob a forma de desafios
e,em aulas especiais, propor problemas interessantes, que possam ser explorados e ndo apenas

resolvidos.

. nbs, professores de Matemadtica, que deveriamos estimular o pleno raciocinio,
somos os mais ferrenhos cobradores de automatismos; se damos um exercicio ou um
problema, exigimos uma resposta por um caminho ensinado, quando deveriamos animar o
encontro desse resultado por varios caminhos. S6 assim a capacidade de conjeturar e de
relacionar se desenvolveria (LIMA apud RABELO, 2002, p. 63).

Segundo Nasser (1999): “Explorar um problema significa procurar solu¢des alternativas,

além da natural, e analisi-lo sob diferentes pontos de vista mateméticos”.

Sabe-se que um mesmo problema pode ter uma resolucdo aritmética e outra algébrica ou
ainda, geométrica, ou pode ser resolvida por uma estratégia (heuristica), sem o uso de algoritmos
ou de conhecimentos matematicos especificos. E evidente que isso nem sempre serd possivel com
qualquer problema e, nas primeiras séries, a “‘exploracdo” deve ser conduzida pelo professor com
bastante cuidado. Problemas ideais para serem ‘“‘explorados” sdao os chamados “problemas de
processo”, ou seja, aqueles que ndo podem ser resolvidos apenas pelo uso de uma ou mais

operagdes, mas requerem o uso de uma estratégia adequada (POZO, 1998).
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Para Gonzaléz (1987): “A resolucdo de problemas é importante atividade na Matemadtica

das escolas quando™:

. as estratégias gerais de resolucdo de problemas aprendidas na Matemadtica podem, em

certos casos, ser transferidas e aplicadas em outras situagdes (transferéncia de aprendizagem);

° a solucdo dos problemas matemdticos podem ajudar os estudantes a melhorar a sua
capacidade analitica e aplicar esta capacidade em diversas situacdes (melhoramento da

capacidade analitica);

. a solucao de problemas nos cursos de Matemadtica constituem uma atividade fascinante
para muitos estudantes, estas atividades podem melhorar sua motivacdo, isto pode tornar a

Matematica mais interessante;

° a resolucdo de problemas em aula pode conduzir os estudantes a uma melhor

compreensdo da natureza da Matematica e das atividades que s@o inerentes aos matematicos.

Neste processo de ensino e aprendizagem, o papel do aluno é tdo importante quanto o do
professor. Para que haja sucesso na utilizacdo desta metodologia, € necessdrio que aluno e

professor estejam integrados ao processo.

No ensino da Matematica, os contetidos devem estar adaptados ao aluno, para que este

compreenda o que lhe é ensinado. Além disso, o erro do estudante ndao deve ser visto como
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definitivo, absoluto. Aqui, o erro pode ser observado como construtivo, uma fonte inesgotavel de
contradicdes e, portanto, de aprendizagem, as vezes, maior at¢ do que o préprio acerto

(RABELO, 2002).

Instruir alguém em Matematica ndo é fazé-lo armazenar resultados na mente. E ensind-
lo a fazer parte do processo que torna possivel o estabelecimento do conhecimento.
Ensinamos essa disciplina ndo para produzirmos pequenas livrarias ambulantes sobre o
assunto, mas sim a fim de levar o estudante a pensar matematicamente por si mesmo, para
observar os fatos, da mesma forma que um historiador para tomar parte no processo de
conquista do conhecimento. Conhecer € um processo, ndo um produto (BRUNER apud
RABELO, 2002).

Segundo Rabelo (2002): “Apesar de constantes buscas metodoldgicas, sabemos que o
ensino assim organizado estd dando énfase quase que somente ao aspecto representacional do
conhecimento através de suas linguagens proprias e formais, linguagens essas, muitas vezes

distantes e inacessiveis a maioria dos alunos”.

2.1.4.1 A Resolucao de Problemas como processo de investigacao

Uma proposta didética para o ensino da resolu¢do de problemas € o Modelo de resolucao

de problemas como investiga¢do (GIL e MTNEZ-TORREGROSA, 1983, apud POZO, 1998), ou

seja, a busca de novos conhecimentos na tentativa de resolver um problema.

Para Pozo (1998): “A aplicabilidade do Modelo Resolu¢do de Problemas como

investigacao, tem sido muito utilizado, pois este propde o uso de situagdes problematicas abertas
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de interesse para o estudante, que permitem a ele a troca de conceitos, diferentes metodologias de

resolucdo, exercicio da criatividade, entre outras coisas”.

Mas afinal, como organizar o trabalho dos alunos na aprendizagem, de modo a estimular a

atividade de investigag¢ao?

Segundo Whetley (1991) apud Polya (1995), os trés componentes da aprendizagem por

investigacao:

1 TAREFA

Aborde situagdes
problemadticas em
forma de programas
ou guia de atividades
de acordo com o
curriculo

3 ESTRUTURA 2 INTERACOES

DE AULA
Grupos pequenos de
estudantes, como se

fossem equipes de
investigacao

Dos grupos entre
eles e a comunidade
cientifica (professor,
textos, etc)

Figura 3: Elementos essenciais de uma aula na aprendizagem por investigacao.

Fonte: Investigacion em la Escuela, n° 24, 1994.

Para Gil (1978) apud Pozo (1998): “As tarefas da aprendizagem podem ser preparadas

antes da interagc@o educativa, pelo professor, em forma de programas ou guia de atividades”.
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Neste processo se pde em prova o corpo de conhecimentos disponiveis do aluno. Além
disso, através da aprendizagem por investigacdo, baseada na resolu¢do de problemas, pode-se

conseguir muito mais trocas conceituais, metodoldgicas e atitudinais (FURIO, 1994).

O diagrama a seguir, mostra um processo de investigacdo, segundo Barrenetxea e Martin
(1994) apud Furi6 (1994) , sobre como o professor que atua com a metodologia resolu¢io de

problemas deve organizar suas atividades.
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Situacdo problematica
aberta e ndo confusa

Replanejamento do problema

»
»

Novas hipéteses

v

Revisdo do desenho

v

Que podem

v

\

Andlise qualitativa

de trabalhos bibliograficos

»
>

Pl
<«

/

Corpo de conhecimento
que parte de hipétese,
atitudes, interesses pessoais
ou coletivos

Enunciado preciso do Problema

A 4

Construgao e fundamentacdo de modelos e

ou a partir da teoria do conhecimento)

hipétese contrastdveis (experimentalmente, e/

' f

Elaboracao de estratégias diversas de
contrastacdo, incluindo, em seu caso, o
desenho e relacdo do experimento.

’ f

Interpretagcdo dos resultados a luz das
hipéteses, do corpo teérico dos resultados de
outras investigagcdes

'

Comunicacdo dos resultados (intercimbio
com outras equipes)

—

Exigir um replanejamento da investigacdo

7Y

Se integrar no

(mediante ampliacdes,
ajustes, ou replanejamento
global)

pode

Que

Contribuir para
verificar ou negar as
hipétese e a
| construgdo de novos

1 conhecimentos

Modificar opinides e

atitudes (pessoais ou

sociais) assim como

as concepgdes sobre
as ciéncias

Possibilitar as
aplicacdes técnicas
(que exigem
decisdes em torno
das relacoes)

Gerar novos
problemas

v N

Figura 4: Processo de investigac@o na resolucio de problemas
Fonte: Investigacion em la Escuela, n° 24, 1994.

Os autores explicam as fases da seguinte maneira:
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1) Considerar quais situacdes probleméaticas podem ser mais interessantes para abordar.

2) Andlise qualitativa da situacdo problemaética que permita precisa-la de forma operativa.

3) Elaboracdo de hipdteses como atividade que permite estudar de forma natural as estruturas

cognitivas dos resolventes na busca de solugdo para o problema escolhido.

4) Explicagdo das estratégias de resolucdo antes de proceder a mesma, como pratica

metacognitivista.

5) Resolugdo, propriamente dita, que conclua no resultado literal em forma de expressdo

matematica.

6) Contrastacdo do resultado obtido vendo sua coeréncia interna em relacdo as hipéteses

emitidas.

7) Consideragdo das perspectivas abertas, por investigacdo realizada contemplando, por exemplo,
o interesse de abordar a situagdo em um nivel de maior complexidade ou considerando suas
implicagdes tedricas ou préticas, conceber em particular, novas situagdes a investigar, sugeridas

pelo estudo realizado.

Ao adotar essa metodologia, o professor proporcionard aos seus alunos, a construcdo do

conhecimento matematico por meio de sua propria realidade, além disso, permitird ao estudante,
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extrapolar a disciplina como conteido escolar para uma Matematica aplicada ao dia-a-dia e o

conseqiiente interesse pelo conteido matematico, por intermédio de atividades significativas.

2.1.4.2 Como ensinar a resolver problemas: Uma tarefa diferente para o professor de

Matematica

Ensinar € uma ac¢do complexa que depende em grande parte das personalidades
envolvidas e das condi¢des locais. Nao existe hoje, uma ciéncia do ensino propriamente
dito e ndo haverd nenhuma em um futuro previsivel. Em particular, ndo existe método de
ensino que seja indiscutivelmente o melhor, como ndo existe a melhor interpretacido de
uma sonata de Beethoven (POLYA, 1995, p.11).

Esta claro que fazer Matematica significa resolver problemas, desde os mais comuns da
vida real até problemas internos da prépria teoria matematica. A questdo é: Como a solucdo de
problemas ou tentativas de solu¢des podem ser uteis para a diddtica e aprendizagem da
Matemidtica na escola? E ainda, como o professor ensina Matemdtica dentro desta nova

perspectiva?

O que se observa, em Matemdtica, é que para que ela se desenvolva, € necessdrio
conhecer a linguagem matematica em si (certos simbolos e nomenclatura especial). Em uma aula
tradicional da disciplina, estes conceitos vao sendo introduzidos sucessivamente € os alunos
devem aprendé-los como parte da linguagem comum, como meio de comunicagdo escrita e
verbal. Também utilizam técnicas operatdrias, bem como exercicios de fixacdo a cada término de

um conteuddo.
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O método classico de ensino, que se aplicava no passado, consistia em memorizar
conceitos e técnicas, que evoluiam de acordo com a capacidade operatéria do estudante, ou seja,
o aluno realizava exercicios até memorizar algumas das principais aplicacdoes de determinado
conteido. O que acontece nesta metodologia, € que o aluno fica treinado a resolver exercicios,
porém nao adquire conhecimento, visto que quando ele se depara com uma nova situacao (um
exercicio diferente do previsto), ndo mais consegue soluciond-la, mesmo que esteja bem

“treinado”.

A questdo como ensinar necessitard superar, em definitivo, a simples transmissao passiva
de uma pessoa gue sabe para um aluno que ignora (GIORDAN E VECCHI, 1996, apud POZO,

1998).

Com a inten¢do de modificar este contexto e tornar a aprendizagem significativa, € que a
metodologia resolucdo de problemas se aplica muito bem. Consiste em iniciar o avango dos
conhecimentos matematicos, colocando problemas compativeis com os conhecimentos
previamente adquiridos e que sejam suficientemente motivadores para despertar o interesse dos

alunos e que a0 mesmo tempo necessitem novos conhecimentos para sua solucao (HOZ, 1994).

Ensinar Matemdtica requer do professor um esfor¢co para organizar os conteidos. Para
uma boa aula, € importante identificar conceitos, procedimentos e atitudes realmente importantes
para o futuro. Ao mesmo tempo, € importante verificar quais conteidos contribuem para o
desenvolvimento intelectual do aluno, estimulam a criatividade, a intui¢do e a capacidade de

analise critica.
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O professor deve atuar como um orientador de trabalhos, um incentivador, dando

condig¢des para que o trabalho se desenvolva da melhor maneira possivel.

O professor tem o objetivo de estimular o raciocinio, o pensamento ativo, a reflexdo e a
descoberta do aluno (GROENWALD, 1999). Incentivar o pensar selecionando problemas que o
estimulam o raciocinio ao invés de sobrecarregar a memoria do aluno. Propor situagdes de

aprendizagem e ensinar a pensar deve ser uma preocupacao constante do professor.

Além disso, o professor deve possuir a preocupagao de formar sujeitos capazes de critica e
autocritica, capazes de contribuir para o avango do préprio conhecimento e das ciéncias,

melhorando a sociedade em que vive.

Na escolha do problema, o professor deve estar atento as necessidades do aluno, bem
como a seus conhecimentos, de modo que o estudante fique motivado a resolver os problemas
selecionados. Neste sentido, o aluno deve ter a liberdade de decidir quanto a forma e método que
utilizard para solucionar o problema. Ele deve ser responsdvel por criar as estratégias e
encaminhar o processo de solugdo, analisar os resultados obtidos, tirar conclusdes, construir seu
proprio conhecimento e organizar o conteddo envolvido. O papel do professor aqui € utilizar as
técnicas, operacOes e teorias matematicas existentes para obter a solu¢do matemdtica para a

solucdo do problema.

A maior preocupacao do professor neste caso, deve ser a de mediar entre o conhecimento
e o aluno, ou seja, ele deve incentivar, estimular, criar subsidios para que o aluno chegue ao final,

mas nunca chegar ao final pelo aluno, nunca dar a solu¢@o pronta do problema.
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2.1.5 Como solucionar um problema

Como temos argumentado até agora, uma das maneiras possiveis para levar os alunos a
aprender a aprender € a solu¢do de problemas. Diante de um ensino baseado na transmissao de
conhecimento, a solu¢do de problemas pode constituir-se ndo somente um conteido educacional
mas também, e principalmente, um enfoque ou uma forma de conceber as atividades

educacionais (POZO, 1998).

Como vimos, a solucdo de problemas baseia-se na apresentagdo de situagdes abertas e
sugestivas que exijam dos alunos uma atitude ativa e um esforco para buscar suas proprias

respostas, seu proprio conhecimento.

A solucdo de qualquer problema € um processo complexo que deve ser realizado,

segundo alguns autores, como Pdlya (1995), seguindo uma série de passos determinados:

a) Compreender o problema

O professor, precisa evitar que certas coisas ocorram em suas aulas, por exemplo, como
responder a uma pergunta que nio foi compreendida? Qual € a incégnita? Quais s@o os dados?

Qual é a condicdo? A condi¢io é suficiente para determinar a incégnita? E suficiente?

Redundante? Contraditoria?

O aluno precisa compreender o problema, mas ndo so isto: deve também tentar resolvé-lo.

Se lhe faltar compreensdo e interesse, isto nem sempre serd culpa do professor. Porém, o
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problema deve ser bem escolhido, nem muito dificil, nem muito fécil, natural e interessante, € um

certo tempo deve ser dedicado a sua apresentacao natural e interessante.

Exemplo: Calcular a diagonal de um paralelepipedo retangulo do qual sdo conhecidos o

comprimento, a largura e a altura.

Este ndo ¢ um problema que exija do aluno muito raciocinio, mas sim exige alguns
conhecimentos especificos, como por exemplo, os alunos devem conhecer o Teorema de
Pitdgoras e suas aplicacdes, bem como conhecer, mesmo que superficialmente, Geometria

Espacial.

Para tornar o problema interessante, o professor pode concretiza-lo. A sala de aula, é um
paralelepipedo retangulo cujas dimensdes podem ser medidas ou estimadas. Assim, o professor

pode “animar” a figura no quadro-negro por continuas referéncias a sala de aula.

b) Conceber um plano:

o J4 encontrou um problema semelhante? Ou ja ouviu o problema proposto de maneira um

pouco diferente?

o Conhece um problema relacionado com este? Conhece algum teorema que possa lhe ser
util? Olhe a incOgnita com atengdo e tente lembrar um problema que lhe seja familiar ou que

tenha a mesma incognita, ou uma incognita similar.
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. Este é um problema relacionado com o seu e que ja foi resolvido. Vocé poderia utiliza-lo?
Poderia usar o seu resultado? Poderia empregar o seu método? Considera que seria necessario

introduzir algum elemento auxiliar para poder utiliza-1o?

o Poderia enunciar o problema de outra forma? Poderia apresentd-lo de forma diferente

novamente? Refira-se as defini¢des.

. Se ndo pode resolver o problema proposto, tente resolver primeiro algum problema
semelhante. Poderia imaginar um problema andlogo um pouco mais acessivel? Um problema
mais geral? Um problema mais especifico? Pode resolver uma parte do problema? Considere
somente uma parte da condi¢do; descarte a outra parte. Em que medida a incégnita fica agora
determinada? De que forma pode variar? Vocé pode deduzir dos dados algum elemento util?
Pode pensar em outros dados apropriados para determinar a incognita? Pode mudar a incdgnita?
Pode mudar a incégnita ou os dados, ou ambos, se necessario, de tal forma que a nova incdgnita e

os novos dados estejam mais proximos entre si?

A melhor coisa que o professor pode fazer por seu aluno € propiciar-lhe idéias, através de

indagacdes e discussdes em sala de aula, para que o estudante, sozinho, alcance seus objetivos.

Voltando ao exemplo anterior, se o professor, depois de expor a situagdo a turma, notar
que esta ndo teve nenhuma reacdo em relacdo ao problema, ele deve estar preparado para repetir,

cuidadosamente seu didlogo, de forma diferente e com algumas indagacdes ndo respondidas.
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Aqui o professor pode citar a incégnita, verificar se o estudante compreendeu o que estad
procurando. Relacionar o problema em questdo com outro ja trabalhado em aula € muito
importante e pode trazer bons resultados. Como por exemplo, introduzir outros dados ao
problema, de forma a deixd-lo mais claro e a despertar o interesse do aluno. Observe os dados

que podemos introduzir no exemplo anterior:

No paralelepipedo retdngulo em questdo, podemos introduzir um tridngulo retangulo

(figura 5), do qual a diagonal pedida € a hipotenusa.

Figura 5: Ilustrag@o do problema

Quando os estudantes conseguirem estabelecer as condi¢des bdsicas para a solugdo do
problema, como por exemplo, compreender que as incognitas em questdo, possuem um valor e
que estes sdo possiveis de ser calculados, entdo o professor pode considerar esta etapa cumprida

e, assim, presumir que ja existe um plano estabelecido.

c) Executar o plano:
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Executar o plano é muito mais facil que concebé-lo. Para o professor, quando um aluno
conquista este passo, ele conquista mais uma fase de seu trabalho, adquirindo mais tranqiiilidade.
Para que isso ocorra, o estudante precisa, efetivamente, ter realizado seu plano, ou seja, se ele ja o
recebeu pronto, tudo pode cair no esquecimento, sem qualquer aprendizagem significativa. Aqui,

o aluno deve:

. Ao executar o seu plano de resolu¢do, comprovar cada um dos seus passos;

° Ver claramente que o passo € correto e também demonstra-lo.

Retornando ao problema proposto no exemplo. Aqui o aluno consegue ter a no¢do da
resolucdo do problema. Ele percebe o tridngulo do qual a incégnita x € a hipotenusa e a altura

dada ¢ € um dos catetos; o outro cateto € a diagonal de uma face.

Deve- se insistir para que o estudante adote a notacao correta, pois nesta etapa ele ja tem
condi¢des de apropriar-se da nomenclatura adequada. O aluno deve escolher y para denotar o
outro cateto, que € a diagonal da face cujos lados sao a e b. Assim podera perceber com clareza a
idéia da resolucdo, que consiste em introduzir um problema auxiliar cuja incognita serd y. Por

fim, calculando um triangulo apds o outro, ele podera chegar a (figura 5):

2 2 2 2_ 2 2 2
= - S, - x"=a +b" +c
rEyHe logo eliminando a incdgnita auxiliar y,

2_ 2,32 '
yi=a +b x=Na*+b* +c*

d) Visao retrospectiva:
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Esta fase tem como objetivo principal, deixar claro ao aluno que problema algum fica
esgotado, ou seja, aqui € o momento em que o professor deve voltar ao problema, mesmo depois
de demonstrada sua solu¢do. Reconsiderando e reexaminando o resultado final e o caminho que
levou até este, eles poderdao consolidar o seu conhecimento e a sua capacidade de resolver

problemas. O aluno deve sempre considerar as seguintes questoes:

° Pode verificar o resultado? Pode verificar o raciocinio?

° Pode obter o resultado de forma diferente? Pode vé-lo com apenas uma olhada? Vocé

pode empregar o resultado ou o método em algum outro problema?

Se existir qualquer forma, mesmo que remota, de comprovar o resultado, ela deve ser
utilizada. E uma boa oportunidade para o professor investigar as relacdes de um problema com

outros da mesma linha ou, até mesmo, relaciond-lo com a pratica do estudante.

No exemplo em estudo, ja na fase anterior, os alunos chegarao a solugdo: se as trés arestas

de um paralelepipedo retangulo, que se originam num mesmo vértice, sdo a, b e ¢, a diagonal

serd: Va’ +b*+c* .

O problema literal com relagdo ao puramente numérico € mais vantajoso, pois permite ao

professor inimeras indagacdes. Como, por exemplo:

° Utilizou todos os dados?
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. A solucdo serd a mesmo se permutarmos a, b e c?

° Se a altura c decrescer até se anular, o paralelepipedo se transformard num paralelogramo.
Se fizer ¢ = 0 na sua férmula obterd a férmula correta para a diagonal de um paralelogramo

retangulo?

Estas indagacdes, permitem que o estudante consolide seu conhecimento, tornando ainda

mais claro alguns conceitos utilizados em sua resolucao.

Na linguagem de Pdlya (1945), falar em estratégias seria equivalente a falar de “um plano
para encontrar uma solu¢ao”, enquanto o conhecimento operacional seria o que teriamos que
colocar em acgdo para executar o plano projetado estrategicamente. Assim, as estratégias de
resolucdo de problemas seriam formas conscientes de organizar e determinar os recursos de que

dispomos para a solu¢do de um determinado problema.

Para Pélya (1945): “O futuro matemético devera ser um habil solucionador de problemas,
mas nao s6 isso. Oportunamente ele terd de resolver sérios problemas matematicos e, primeiro,

devera descobrir para que tipos é bem dotado.”

O bom solucionador de problemas procura, antes de tudo, compreender o problema tanto
quanto possivel completa e claramente. Isto ndo €, no entanto, suficiente: € preciso que ele almeje

sinceramente chegar a solu¢do. Se ndo tiver um real anseio de resolver o problema, serd melhor
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deixa-lo de lado. O verdadeiro segredo do sucesso consiste em consagrar toda a sua

personalidade ao problema (POLYA, 1945).

Segundo Pozo (1998): O processo de um problema escolar e sugestdes para o seu

desenvolvimento:
REPRESENTACAO E DEFINICAO DO
PROBLEMA
-Tornar o problema significativo;
- Criar uma certa expectativa;
EXPOSICAO DO = -Fazer com que os alunos facam previsdes para
MARCO TEORICO que aflorem os seus conhecimentos prévios.

- Ponto de referéncia e
orientagdo constante
da atividade;

ELABORACAO E SOLUCAO DO PROBLEMA
-Cuidar a formulacdo das perguntas para
concentrar-se nas capacidades essenciais;

- Dar auxilio quando o | ‘ - ©°
- Garantir uma informagao suficiente aos alunos;

desenvolvimento da —— . -
atividade assim o Favorecer a intera¢do dos alunos.

exigir.

REFLEXAO E AVALIACAO DOS
RESULTADOS

e - Dar mais atengdo ao processo do que aos

resultados;

- Tornar os alunos conscientes das suas idéias

preconcebidas tanto em relagdo aos conceitos

como aos procedimentos;

- Melhorar e enriquecer o modelo tedrico.

Figura 6: Processo de um problema escolar

Pode-se dizer que o interesse pela resolu¢do de problemas em Matematica, se deve, por
um lado, a idéia de que o raciocinio nessa matéria, reflete e estimula o raciocinio em outras 4reas
do conhecimento e, por outro lado, a idéia de que um maior aprofundamento nos conhecimentos
e procedimentos matematicos ajudaria o avango em outras dreas cientificas e tecnoldgicas e,

inclusive a resolu¢do mais eficiente das tarefas cotidianas (POZO, 1998).
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Um aluno que tem sucesso no campo da Matemadtica, € uma pessoa que sabe raciocinar e
pensar de maneira adequada. Logo, ensinar os procedimentos matematicos, pode contribuir para

desenvolver e exercitar a capacidade geral de raciocinio dos alunos ( POZO, 1998).

2.1.6 Habilidades

Para os matemadticos, resolver um problema pode ser uma experi€éncia sumamente
satisfatéria, mas que ndo acaba no momento em que se encontra a solu¢do. Muitas perguntas

ficam por colocar e por responder, com o objetivo de aprofundar o que j4 foi feito.

Segundo Mancera (2000): “Nao basta obter resultados, é preciso refletir sobre os
elementos essenciais para obté-los ou modifica-los, sobre o alcance que a estratégia resolucdo de
problemas possui, enfim as solu¢des sdo somente indicadores do que foi trabalhado em certa

etapa, apenas satisfazem a nossa curiosidade, ndo sao o fim do caminho”.

E a partir da resolucio de problemas que o aluno desenvolve diferentes habilidades

intelectuais, que podem ser utilizadas nas diversas areas do conhecimento.

Habilidade € algo mais que uma a¢do mecanica que € realizada de maneira eficiente, mas
sim um processo mental completo que o individuo pde em jogo todos os seus conhecimentos e

estratégias para explorar e desenvolver diversas situagdes (MANCERA, 2000).
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Estas habilidades estdo presentes em muitas atividades, mas se manifestam abertamente
na resolucdo de problemas, sobre tudo em problemas matemadticos, seja para encontrar uma

solu¢do ou para aprofundar aspectos relativos ao problema resolvido.

Para Villella (1998): “A resolucdo de problemas faz com que o aluno desenvolva

estratégias de pensamento, como as abaixo relacionadas”.

Com a resolugao de problemas o aluno pode:

. Buscar suposi¢des: Estabelecer uma explica¢io de sucesso, tomando em consideracdo que

ela pode ser tanto falsa quanto verdadeira.

o Classificar: Agrupar conceitos e idéias em fungdo de certos atributos comuns, os quais

devem ser eleitos por quem realiza a tarefa.

. Codificar: Transformar uma idéia em um elemento com certo significado, o que implica a

elaboracdo de um cddigo grafico, lingiiistico e simbdlico, possivel de ser decodificado pelo

receptor da informagdo proposta.

° Comparar: Observar diferencas e semelhangas para relacionar pontos entre objetos ou

idéias tomadas em consideracao.

. Desenhar projetos: Elaborar um plano de acao para solucionar uma situagao de conflito.
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. Formular criticas: Analisar e avaliar uma situagdo de acordo com certos principios e

normas estabelecidos.

° Formular hipéteses: Propor um enunciado provisério como possivel solucdo de um
problema.

. Imaginar: Formular uma idéia de algo que nao esta presente.

o Interpretar: Explicar o resultado da situagdo estudada.

[ ]

Resumir: Estabelecer de modo breve e condensado a idéia do texto apresentado.

. Reunir e organizar dados: Organizar os dados da situacdo em estudo com a finalidade de

utiliza-los para o desenvolvimento de outras solucdes.

. Tomar decisdes: Responder a pergunta: O que fazer e por qué? Assim como intervir nas

situacdes descritas.

Existem diferentes tipos de problemas, mas por trds dessas diferencas, sabe-se que
todos exigem o acionamento de uma série de capacidades de raciocinio e habilidades
comuns que precisariam adaptar-se as caracteristicas de cada tipo de problema. As
diferencas individuais na maneira de resolver problemas ndo seriam devido as diferengas
nas capacidades das pessoas, mas sim nas diferencas entre as tarefas e a diferenga na
aprendizagem dos alunos que a resolvem. Nesse sentido, a aprendizagem contribuiria para
que o aluno se adaptasse cada vez melhor a estrutura da tarefa (POZO, 1998, p.19).
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Assim, fica claro que a resolucdo de problemas é muito importante na formacdo do aluno,
visto o quanto ele desenvolve seu senso critico. Mais do que nunca, precisamos de pessoas ativas
e participantes, que deverdao tomar decisdes rapidas, e tanto quanto possivel, precisas. Logo, é
necessario formar cidadaos matematicamente alfabetizados, que saibam como resolver, de modo
inteligente, seus problemas didrios. E para isso, é preciso que a crianga, tenha em seu curriculo de
Matematica elementar, a resolucdo de problemas como parte substancial, para que desenvolva

desde cedo sua capacidade de enfrentar situagdes-problema (DANTE, 2002).

A proposta de ensino da Matemadtica através da resolucdo de problemas pressupde a
possibilidade de conduzir o aprendiz a uma constru¢cdo constante de métodos e estratégias de
pensamento e, além disso, uma constante construcdo de no¢des matemadticas presentes em seu

meio escolar.

Associada a metodologia resolu¢do de problemas, podemos utilizar a histéria da
Matemadtica como uma boa ferramenta de auxilio no ensino e aprendizagem dos conteudos

matemadticos, bem como na motivagdo do aluno com respeito a disciplina.

Além disso, o conhecimento de histdria proporciona uma visdo mais clara e real da
Matemadtica. A historia, reflete os interesses da é€poca em que foi escrita e a busca do
conhecimento se caracteriza pelo processo de investigacdo histdrica, dai a importancia e a

utilidade dos estudos histéricos (MENDES, 2001).
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Mendes (2001) afirma ainda que: “A busca do conhecimento cientifico cria situagdes
interrogativas no homem que acabam por leva-lo a mais importante dessas questdes: de onde vem

esse conhecimento?”

Conhecer a evolugao do pensamento matematico, faz com que aluno e professor sintam-se
parte integrante dessa evolugdo, ou seja, permite que ambos tenham um relacionamento melhor
com a disciplina e, além disso da ao estudante a oportunidade de buscar os por qués matematicos,

tantas vezes inexplicdveis em uma aula de Matematica.

Nesta perspectiva, vamos estudar através de problemas situados em determinados

periodos da histéria a evolu¢do do conhecimento matemaético.
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2.2  Grandes problemas matematicos que marcaram a historia

A Matemidtica é uma atividade humana necessaria, que reflete uma reacdo as necessidades
ditadas pela propria existéncia humana (SWETZ, 1984). A Matemdtica é evidente em todas as
sociedades e culturas, ela € um corpo de conhecimentos que estd continuamente evoluindo em

resposta as necessidades sociais.

A histéria da Matematica pode e deve ser utilizada em sala de aula de diferentes formas,
com a finalidade de contextualizar a disciplina e envolver o aluno com a aprendizagem dos
conteidos. Um bom recurso para inserir a histéria nas aulas de Matemadtica é a metodologia
resolucdo de problemas. Utilizé-la em sala de aula, faz com que o estudante desenvolva métodos
e estratégias de raciocinio 16gico. Vincular a histéria a resolucdo de problemas proporciona uma
visdo dindmica e pratica da disciplina, permitindo que o aluno contextualize seus conhecimentos

juntamente com o desenvolvimento de técnicas de resolucdo de problemas.

O ensino de Matematica, pode ser humanizado pela inclusao de uma perspectiva histérica
nas discussodes de sala de aula, porém, isso deve ser feito de forma natural, como parte integrante

do contetido e ndo como um “capitulo” a parte de histéria da Matematica (MENDES, 2001).
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Segundo Valdés (2002): “O conhecimento da histéria da Matemética proporciona uma
visdo dindmica da evolucdo da Matemadtica. Assim, se pode buscar as idéias originais em toda a

sua esséncia e originalidade”.

A Matemdtica ndo € alguma coisa méigica e ameagadoramente estranha, mais do que
isso, € um corpo de conhecimentos desenvolvido naturalmente pelos homens num periodo
de cinco mil anos — homens que erraram e com freqii€ncia eram confundidos mas que
trabalharam duro nas solugdes para seus problemas e deixaram registros dessas solugdes
de modo que nds nos beneficiamos delas (SWETZ, 1984, p.2).

Ainda tratando desse aspecto, Ferreira afirma que: “A participacdo da histéria dos
conteddos matemadticos para ser utilizado pelo professor como recurso didatico € muito
importante. O desenvolvimento histérico ndo s6 serve como elemento de motivagdo, mas também
como fator de melhor esclarecimento do sentido dos conceitos e das teorias estudadas” (1997,
p-153), ou seja, um dos objetivos da histéria é que seu estudo possa esclarecer os “por qués” dos

estudantes, muitas vezes denominados impossiveis.

Nesta perspectiva, o uso da histéria da Matematica aliado a resoluciao de problemas pode
contribuir para uma melhor compreensdo do contetido matemdtico, também o estudo dos
problemas tedricos e metodoldgicos a ela associados, possibilita ao professor o desenvolvimento

de aulas utilizando os problemas da histéria como um poderoso recurso didético.
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Para Mendes (2001): “Através do conhecimento histérico, o aluno é capaz de pensar e
compreender as leis matemadticas a partir de certas propriedades e artificios usados hoje e que

foram dificeis de descobrir em periodos anteriores ao que vivemos’.

O enfoque historico é uma proposta metodolégica que atua como motivagao para o aluno,
ja que através dele descobrird e génese dos conceitos e métodos que aprenderd em aula. Em
outras palavras permitird fazer relacdo das idéias matemadticas vistas em sala de aula com suas

origens.

Nesta perspectiva, Valdés (2002) afirma que: “A histéria da Matemdtica pode ser
trabalhada em meio a um contetido dentro da metodologia resolucao de problemas. [...] Aqui a
histéria se faz muito presente, pois se torna muito mais facil e prazeroso ao aluno, resolver um
problema buscando ndo somente algoritmos para sua resolu¢do, mas também buscando suas
origens dentro do contexto geral”. E ndo somente isso, a histéria da Matematica como gerador de

idéias uteis, que permitam considerar métodos de raciocinio.

Assim, podemos concluir que o uso da histéria da Matemdtica associado a metodologia
resolucdo de problemas, s6 faz aprimorar a qualidade do ensino da disciplina, mostrando ao
estudante que a Matemdtica nao € somente o estudo de complexas férmulas para a resolucdo de
exercicios, mas sim que a disciplina possui um lado verdadeiramente pratico e real. Conhecer a
histéria é parte importante para um bom desenvolvimento da prética pedagdgica do professor,

facilitando a conexao de idéias e o aprimoramento de suas aulas.
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2.2.1 Um pouco de histéria

A Matematica € fruto das necessidades do homem e tem sido influenciada, desde seus
primérdios pela agricultura, pelo comércio e pela manufatura, pela guerra e pela engenharia, pela

filosofia, pela fisica e pela astronomia.

A Matemitica certamente existiu virtualmente em cada civilizacdo das quais hd
registros. Mas em cada uma dessas civilizacdes, a Matemdtica estava no dominio de
sacerdotes especialmente treinados e escribas, oficiais do governo cujo trabalho era
desenvolver e usar a Matematica para o beneficio daquele governo, em dreas como a
coleta de taxas, medida, construcdo, comércio, etc. [...] apesar das origens de muitos
conceitos matematicos virem de sua utilidade nestas dreas, os matemdticos sempre
exercitaram sua curiosidade estendendo estas idéias para além dos limites da necessidade
prética. (KATZ?, 1993.p. 2)

Como afirma Struik: “Poucos progressos foram feitos no conhecimento de valores
numéricos e de relacdes espaciais até se dar a transi¢do da mera recolha de alimentos para a sua
producdo, isto €, a atitude do homem perante a natureza deixou de ser passiva para se tornar
ativa, iniciando-se um novo periodo, o Neolititico” (1987, p.29). Durante este periodo existia
uma atividade comercial considerdvel entre as diversas povoagdes, dando origem a formacao da
linguagem. As palavras destas linguagens exprimiam coisas concretas com poucas abstracdes,
mas ja se tratava de Matematica, ou seja, ja havia lugar para alguns termos numéricos e algumas

relagdes de forma (STRUIK, 1987).

? Traduzido por Avila, 2004.
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As primeiras concepcdes de nimero e de forma datam de tempos tdo remotos como 0s
do comeco da Idade da pedra, o Paleolitico. Este periodo foi marcado por condi¢des de
sobrevivéncia um pouco diferente das condi¢cdes dos animais e suas principais atividades
eram orientadas para o processo elementar de recolher alimentos onde fosse possivel
encontra-los. Porém, o final deste periodo deixa claro que os homens primitivos tinham
compreensdo da forma, matematicamente falando, revelam a compreensdo da descri¢do
de objetos no espaco (STRUIK, 1987, p. 29).

As primeiras ocorréncias foram mais qualitativas do que quantitativas, marcando somente
a distin¢do entre “um”, “dois” ou “muitos”. Com a evolugao das civilizagdes (periodo Neolitico)
a Matematica foi também se desenvolvendo e tornando-se uma pratica comum a medida em que

novas necessidades fossem surgindo.

Tornou-se necessario medir o comprimento ou volume de certos objetos. As unidades de
medidas utilizadas eram grosseiras e em muitas situa¢des provinham de partes do corpo humano,

como o dedo, os pés e as maos.

Alguns dados sobre as origens da Matemdtica mostram que o desenvolvimento
histérico de uma ci€ncia ndo passa necessariamente pelas mesmas fases que atualmente
consideramos no nosso ensino. Algumas das mais antigas formas geométricas conhecidas
pelos homens, tais como lagos e outros padrdes, s6 recentemente foram tratados
cientificamente. Por outro lado, alguns dos ramos elementares da Matemdtica, como a
representacdo grafica ou a estatistica, datam, em comparagdo, de tempos mais recentes.
(STRUIK, 1987: p.38)

7z

Provavelmente a mais antiga das civilizagdes do mundo é a Mesopotamica, a qual
comecou nos vales dos rios Tigre e Eufrates por volta de 3500 a.C. Muitos reinos se destacaram
nesta drea nos proximos 3.000 anos, mas para o propodsito da histéria da matemadtica , é costume

denominar a civilizacdo Mesopotamica como Babilonia (KATZ, 1993).
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Naquela época a drea tinha desenvolvido uma lealdade politica nacional e um deus
supremo chamado Marduk. Comecava a se organizar uma sociedade. A escrita estava bem
desenvolvida. A escrita desenvolvida foi feita por meio de sinais em pedagos retangulares de

argila imida, milhares dos quais t€m sido escavados durante os dltimos 150 anos (KATZ, 1993).

Neste processo evolutivo da Matemadtica, grandes problemas surgiram e, muitos deles,
ficaram marcados por toda a histéria. Os problemas, as adivinhagdes e as recreacdes matematicas
fazem parte de todas as culturas em todas as épocas. Por isso a importancia de utilizar esses

problemas nas aulas de Matematica, tornando possivel o aprofundamento dos conceitos.

Os problemas mais antigos, sdo provavelmente os que apareceram nos Papiros Egipicios
(Rhind e Moscou) e nas tdbuas mesopotamicas varios séculos antes da nossa era (BOYER, 1997).
O mais curioso disso tudo, é que muitos destes problemas continuam interessando os estudantes

do século XXI.

Enquanto um ramo da ciéncia apresentar abundancia de problemas, ela permanece viva. A
caréncia de problemas significa a decadéncia do desenvolvimento independente dessa ciéncia

(HILBERT apud PERERO,1994).

Grande parte da memoria matematica estd nas tdbuas matematicas da mesopotamia. Estas

contém problemas matematicos com suas respectivas solucdes. A maioria das tdbuas datam do
.3 .

tempo de Hammurabi’, enquanto um grupo menor data de uns 1400 anos mais tarde, a era

Seleucida, contudo sdo do mesmo cariter e contém problemas idénticos aos antecessores. A

? Marcou um periodo Babilonico da Antigiiidade.
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Matematica, como o resto da cultura da Babildnia, manifestou uma extraordindria estabilidade

neste longo periodo de tempo (KATZ, 1993).

A Matemadtica oriental surgiu, também, como uma ciéncia pratica, com o objetivo de
facilitar o cdlculo do calenddario, a administracdo das colheitas, a organizag¢ao das obras ptblicas e
a cobranga de impostos. Obviamente que a énfase inicial foi dada a aritmética pritica e a
medicdo. Em seguida a aritmética transformou-se em dlgebra, ndo s6 por que possibilitava
melhores cdlculos préticos, mas também por que era o resultado natural de uma ciéncia cultivada

e desenvolvida nas escolas dos escribas (STRUIK, 1987).

Apesar de haver muitas civilizagdes em outras partes do mundo antes do primeiro milénio
a.C., os dados até aqui nos dao poucas pistas do seu conhecimento matematico. Qualquer

discussao, portanto deve esperar nova evidéncia arqueoldgica (KATZ, 1993).

Para situar o ensino da Matematica através de uma proposta do uso da histéria aliada a
metodologia resolucdo de problemas, faremos, a seguir, uma descri¢do de alguns problemas que

se destacaram ao longo dos tempos.

2.2.2 A Matematica e seus “problemas”

A importancia de se ter material de apoio que reforcem o uso de problemas histéricos em

sala de aula dé-se pelo fato de que sua utilizacdo € uma boa fonte de inspiracido para alunos e

professores se envolverem com a aprendizagem dos contetidos matematicos.



93

Problemas de Matematica tem ocupado um lugar central no curriculo de Matemdtica
escolar desde a Antigiiidade. Registros de problemas matemdticos sdo encontrados na
histéria antiga egipcia, chinesa e grega, e sdo, ainda encontrados problemas em livros-
texto de Matemadtica dos séculos XIX e XX (ONUCHIC, 1999, p. 199).

Os Primeiros problemas matemaéticos parecem ter surgido no Egito, em um periodo em
que a Matemdtica primitiva precisava de um embasamento pritico para se desenvolver. A
maioria dos problemas deste periodo sdo do tipo aritmético, porém ha outros que podemos
designar como algébricos (BOYER, 1997). Isso veio ocorrer com a evolugdo para formas mais

avancadas de sociedade.

Durante muito tempo o nosso campo histérico mais precioso esteve no Egito, devido a
descoberta, em 1858, do chamado Papiro Rhind (figura 7), escrito por volta de 1650 a.C., que

continha um material muito antigo ( KATZ, 1993; BOYER, 1997).
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Figura 7: Uma parte do Papiro Rhind

Nesse contexto, junto as dificuldades, muitos problemas foram aparecendo e, muitas

vezes ficavam sem solucdo, pois faltavam ferramentas da dlgebra e do cdlculo para tanto.

Um importante problema deste periodo, encontrado no Papiro Rhind, é a Regra da Falsa
Posicao (BOYER, 1997). Esta regra, muito importante no século XIX, apareceu pela primeira
vez neste documento e, nele se encontram vdrios exemplos de sua utilizagdo. Trata-se de
problemas, que hoje seriam resolvidos com equagdes do primeiro grau, todavia, antes eram

resolvidos pela Regra da Falsa Posicdo. A regra consistia em:

1. SUpor uma resposta;

2. verificar;
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3. ajustar a resposta encontrada.

Exemplo da utiliza¢do da regra encontrado no Papiro de Rhind: “A soma de um ndmero

com o seu sétimo é 24. Qual € esse nimero?”’

Em termos algébricos, hoje o problema seria resolvido como uma simples equagao do 1°

grau: x+ ; =24 . Com a regra da falsa posi¢do, o problema era resolvido da seguinte forma:

1. supor um nimero conveniente, neste caso 7 (ja que um sétimo de 7 é um);
- . 7
2. verificar se o resultado se aproximava: 7 + 7 =8
3. ajustar: Sabendo que 8 multiplicado por 3 € 24, terd que multiplicar por 7 também (o

numero suposto em 1) para ter a resposta correta; 7 x 3 = 21.

Demonstragao:

7><3+7TX3=8><3

21+3=24

Este método é o que se usa constantemente em Matemadtica para resolver problemas

quando nao se tem nenhum método determinado de resolucao.

No Papiro Rhind todos os problemas sdo numéricos e boa parte deles € bem simples,

embora a maioria tenha origem pratica, porém ha alguns de natureza teérica (STRUIK, 1987).
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Analisando o sistema de numeracdo egipcio, nota-se que € constituido puramente do

carater aditivo.

Segundo Eves (2002): “Uma das conseqiiéncias do sistema de numeracdo egipcio é o
carater aditivo da aritmética, assim, a multiplicac¢do e a divisao eram, em geral, efetuadas por uma
sucessao de duplicagdes com base no fato de que todo o nimero pode ser representado por uma

soma de poténcias de 2”.

Como exemplo dessa multiplicagdo, encontrou-se o produto de 26 por 33. Como 26 = 16

+ 8 + 2, basta somarmos os multiplos correspondentes de 33. O trabalho era disposto assim:

1 33
*2 66
4 132
*8 264
*16 528
858

Somando-se os multiplos adequados de 33, isto €, aqueles indicados por asteriscos, chega-

se a resposta 858.

Outro exemplo, seria a divisdo, onde para dividir 753 por 26, realizava-se o seguinte
processo: dobrava-se sucessivamente o divisor 26 até o ponto em que o préximo dobro exceda o

dividendo 753. Observe o procedimento:



1 26
2 52
* 4 104
%3 208
16 416
28
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Como, 753 =416 +337

=416 +208 + 129

= 416 + 208 + 104 + 25, vemos,
observando as linhas com asteriscos na coluna acima, que o

quociente € 16 + 8 + 4 = 28 e que o resto € 25.

O processo egipcio de multiplicacdo e divisdo apresentado pelos egipcios, ndo sé elimina

a necessidade de aprender uma tdbua de multiplicacdo, como também se enquadra ao “Abaco”

que perdurou enquanto a sua utilizagdo era importante e mesmo depois disso.

Um curioso problema do “Papiro Rhind”, é o de nimero 79 (EVES, 2002; BOYER,

1997), cuja interpretacdo ndo era tdo precisa quanto os demais. Nesse problema figura o seguinte

conjunto curioso de dados:

Bens
Casas 7
Gatos 49
Ratos 343
Espigas de trigo 2401
Hecates de graos 16807
19607

Facilmente se reconhecem os ndmeros como as primeiras cinco poténcias de 7,

juntamente com sua soma: 1' +1> +1° +1* +1° =19601. Para Eves (2002): Inicialmente pensou-se

que o escriba talvez estivesse introduzindo a terminologia simbdlica: Casas, gatos, etc. para

representar primeira poténcia, segunda poténcia e assim por diante.
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Em 1907, porém, o historiador Mortiz Cantor deu uma interpretacdo mais interessante.
Ele viu no problema um precursor de um popular problema da Idade Média e que figura no Liber
Abaci (1202) de Leonardo Fibonacci (STRUIK, 1987). Dentre os muitos problemas dessa obra ha
o seguinte: “H4 sete senhoras idosas na estrada de Roma. Cada senhora tem sete mulas; cada
mula transporta sete sacos, cada saco contém sete paes, com cada pao ha sete facas, para cada
faca hd sete bainhas. Entre mulheres, mulas, sacos, paes, facas e bainhas, quantos estdo na estrada
de Roma? De acordo com a interpretagao de Cantor, o problema original do Papiro Rhind podia
receber uma formulagao desse tipo. Eis ai um problema que parece ter se preservado em meio aos

quebra-cabecas do folclore universal (EVES, 2002).

Na mesma época, foi escrito o ‘“Papiro de Moscou” com 25 problemas, deixando,
também, marcas da evolu¢do Matematica sob a forma de problemas. Todos os problemas sao da
vida prética, como os outros. Porém dois problemas t€m significado especial (BOYER, 1997). O
problema 14 do Papiro de Moscou, é um deles. Associada a ele hd uma figura (figura 8) que
parece um trapézio, mas os cdlculos associados a ela, mostram que o que se quer representar € o
tronco de uma pirdmide. Acima e abaixo da figura estdo sinais para dois e quatro respectivamente
e no interior estdo os simbolos para seis e cinqiienta e seis. As instrugdes na figura, deixam claro
que o problema pergunta qual o volume de um tronco de piramide quadrada com altura de seis
unidades se as arestas das bases superiores e inferior medem duas e quatro unidades,

respectivamente.

A soluc¢do do problema, € apontada da seguinte forma: um escriba, segundo Boyer (1997),
indica que se deve tomar os quadrados dos nimeros dois e quatro e adicionar a soma desses

quadrados o produto de dois por quatro, o resultado sendo 28. Esse é entdo, multiplicado por um
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terco de seis; e o escriba conclui com as palavras, “Veja, € 56 e vocé a achou corretamente”. Isto

5 . . h.(a*> +ab+b
€, o volume do tronco foi calculado de acordo com a férmula moderna: V = ( 3 ) , em

que h € a altura e a e b sdo os lados das bases quadradas. Essa féormula ndo aparece descrita em
nenhum documento, mas o que podemos observar € que ela ja era conhecida pelos egipcios

(BOYER, 1997).

Figura 8: Céalculo do volume do tronco de uma piramide (BOYER, 1997)

O problema de nimero 10 do Papiro de Moscou apresenta uma questdo ainda mais dificil
de interpretar que o problema anterior relatado. Aqui o escriba pede a drea da superficie do que

parece ser um cesto com um didmetro 4%2. Procede como se usasse o equivalente da férmula
1Y 2
S:(I_EJ .2x).x onde x é 42 , obtendo como resposta 32 unidades. Como (l_lj ¢ a
9

aproximacdo egipcia para ., a resposta 32 corresponderia 2 superficie de um hemisfério de
4

diametro 4V2 ; e essa foi a interpretacdo dada ao problema em 1930 (BOYER, 1997).
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Figura 9: Problema 14 do Papiro de Moscou, com a transcri¢do hieroglifica do texto hierdtico (EVES, 2002).

A Matemadtica mesopotamica atingiu um nivel mais elevado do que o obtido pela egipcia
(STRUIK, 1987) . Uma caracteristica importante que sobrepde a cultura da civilizagdo
mesopotamica a egipcia é a de que, enquanto os egipcios indicavam cada unidade mais elevada
através de um novo simbolo, os Sumérios usavam o mesmo simbolo, mas indicavam o seu valor
pela sua posicdo (Sistema Sexagesimal). Assim, 1 seguido de outro 1 significava 61 e 5 seguido

por 6 e por 3 (deviamos escrever 5, 6, 3) significava 5 x 60> + 6 x 60 + 3 = 18363 (KATZ,

1993).

O sistema de posi¢@o eliminou muitas das dificuldades da aritmética fraciondria, tal como
0 nosso sistema decimal o faz em relacdo a escrita de fragdes. Em conseqiiéncia deste sistema,

houve a chamada “invencdo do zero”, que foi um resultado l6gico da introdu¢do do sistema de

posi¢do (STRUIK, 1987).
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Também datam dos Sumérios, a nossa atual divisdo das horas em 60 minutos € em 3600
segundos, assim como a divisdo do circulo em 360 graus, cada grau com 60 minutos e cada

minuto em 60 segundos (STRUIK, 1987).

Em decorréncia, na Babilonia, encontramos textos que comprovam uma aritmética
transformada em dlgebra bem estabelecida (STRUIK, 1987). Embora nesta mesma época, os
egipcios fossem capazes somente de resolver equacdes lineares simples, os Babilonicos tinham a
posse completa da técnica para manipular as equagdes quadraticas. Resolviam equagdes lineares
e quadréticas com duas varidveis, e até mesmo, problemas que envolviam equacdes cuibicas e
biquadraticas (EVES, 2002). Formulavam esses problemas apenas com valores numéricos
especificos para os coeficientes, mas os seus métodos ndo deixam dividas de que conheciam a
regra geral. A seguir, podemos observar alguns problemas que demonstram os conhecimentos

desse periodo:

° Uma determinada drea A, que € a soma de dois quadrados, tem o valor 1000. O lado de um
dos quadrados € igual a % do lado do outro, menos 10 (figura 10). Quanto mede os lados dos

quadrados (EVES, 2002)?

Figura 10: Demonstragdo geométrica do problema
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Isto induz as equagdes x>+ y* =1000 2 . _10 € a solugdo pode ser encontrada,
3

b y =

resolvendo a equacdo quadrética %xz - ?x —900 =0, que tem solugdo, x = 30.

Demonstracdo
2 2
x> +y? =1000 — x* +(§x—10j =1000

2
=—x-10
Y73

x° +gx2 —%x.lO—i—lOOleOO

13
a=2
9
Exz—@x—9()()=()—> b=—@
9 3 3
¢=-900
2
- (— 40) + (— 40) - 4.(13}(— 900)
B 3 3 9
T 26
9
40, [1600+ 46800
_3" 9 _
x= 26 =30
9

No caso da Matemadtica Babilonica, o que se observa é que sua geometria algébrica era

muito desenvolvida. Isso fica claro nos problemas abaixo relacionados (EVES, 2002):

o A drea de um retangulo € 375. O lado menor € 30 vezes o comprimento do maior. Sabendo
que o lado maior tem 5 unidades a menos que o dobro do outro lado. Qual é o comprimento e o

lado do retangulo?
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xy = 375
x x =30 .a
y=2x-5
y

1
a=—
2
x =15
y =25

Figura 11: Demonstra¢do geométrica do problema

Demonstragao:
(2y-5)y=375
xy =375 2y% ~5y—375=0 x=2.15-5
y=30x 543025 x=30-5
x=2y-5 y=f x=25
y=15

° Um cateto de um tridngulo retangulo é 50. Uma paralela ao outro cateto e a distancia 20

dele corta o tridngulo formando um trapézio retangulo de drea 5,20. Determine os comprimentos

das bases do trapézio:

° Verificar se um trapézio isosceles de bases 14 e 50 e de lados 30 tem area 12,48:

A:@w,%:@%:ons
A=80T8 42406,

Logo, um trapézio isésceles de base 14 e 50 e de lados 30, tem drea igual a 24,96.
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Os Babilonicos também conheciam o “Teorema de Pitdgoras”, e ndo apenas para casos
especiais, mas com toda a generalidade, como uma relacio numérica entre os lados de um
triangulo retangulo, o que conduziu a descoberta dos triplos pitagéricos, tais como (3,4,5),
(5,12,13), etc (EVES, 2002). A caracteristica principal desta geometria, era o seu suporte
algébrico. Isso fica evidente em muitos textos de problemas do periodo babildnico antigo

(BOYER, 1997).

Estes textos, mostram, por exemplo, que a solu¢do de equagdes quadrdticas ndo
constituia grande dificuldade para os babildnicos. Isso por que tinham desenvolvido
operagdes algébricas flexiveis. Podiam transportar termos em uma equagdo somando
iguais a iguais, e multiplicar ambos os membros por quantidades iguais para remover
fracdes ou eliminar fatores, pois muitas férmulas simples de fatoragdo lhes eram
familiares (BOYER, 1997, p. 21).

Os babildnicos ndo usavam letras para representar quantidades desconhecidas, pois o
alfabeto ndo havia sido inventado, mas palavras como “largura”, “comprimento”, “drea” e

“volume” faziam bem o papel (BOYER, 1997). Um problema que, segundo Boyer (1997),

comprova estes conhecimentos é: “ D€ o peso x de uma pedra se (x+;j+(lllj( x+;) ¢ um

mina. A resposta é dada simplesmente como 48; 7; 30 gin, onde 60 gin formam uma mina.

A Matemadtica tornava-se mais perfeita na sua técnica de cdlculo, a dlgebra procurava
resolver problemas por meio de equagdes que ainda hoje requerem uma consideravel habilidade

numérica.
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Ainda na Babilonia, podemos observar que ja era possivel uma aproximacdo do

conhecido nimero m, onde a melhor delas era biblica em que ® = 3 (1 Reis VII: 23), sendo a area

. 1 . . ~
do circulo Edo quadrado do seu perimetro. No entanto, foram encontradas aproximagdes que

ddo o valor de & = 3% (EVES, 2002). Os problemas descritos a seguir, deixam muito claro este

saber.

. A razdo entre o perimetro de um hexdgono regular e a circunferéncia do circulo

. . . 1 .
circunscrito € dada como 0; 57;36. Mostre que isso leva a 3;7;30 ou a 3 2 da aproximagdo de 7 .

. Determine o raio do circulo circunscrito ao triangulo de lados 50, 50 e 60:

O que chamamos de Matemadtica moderna, nasceu com a civilizagdo grega, na atmosfera
do racionalismo jonico. Neste momento a Matemdtica nao somente questionava o “como’”, mas

também a moderna questdo cientifica: “por qué?” (STRUIK, 1987).

Struik (1987) afirma que: “Tradicionalmente, o pai da Matemdtica grega ¢ Tales de
Mileto, um mercador que visitou a Babil6nia e o Egito na primeira metade do século VI a. C. Sua
figura simbolizava as circunstancias sob as quais foram estabelecidos os fundamentos ndo sé da

nova Matematica, mas também da ciéncia e da filosofia moderna”.
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Segundo GARBI (1997): “Tales, visitou o Egito e a Babil6nia e de 14 trouxe para a
Grécia, o estudo da Geometria. Entretanto, ao invés de apenas transmitir o que aprendera,

introduziu um conceito revoluciondrio: as verdades matemadticas precisam ser demonstradas”.

Foi a primeira vez que um homem havia pensado neste alicerce fundamental de toda a

atividade cientifica.

Os primeiros estudos da Matemadtica grega tinham um objetivo principal: compreender o
lugar do homem no Universo de acordo com um esquema racional. A Matematica ajudava a
encontrar a ordem no caos, a ordenar as idéias em seqii€ncias l6gicas e a encontrar principios

fundamentais (GARBI, 1997).

A Matemadtica era considerada pelos gregos, como sendo a mais racional de todas as
ciéncias e embora existam poucas didvidas quanto a aquisi¢do do conhecimento oriental pelos
mercadores gregos, eles descobriram que os Orientais tinham deixado de fazer a maior parte da
sua racionalizacdo. Muitos questionamentos foram surgindo naturalmente na medida em que seus
conhecimentos evoluiam. Pela primeira vez, a Matematica foi vista como uma ferramenta para a

busca da compreensdo e ndo como simples utilidade (EVES, 2002).

Segundo Katz (1993): “Nao era mais suficiente meramente calcular respostas numéricas

aos problemas, tinha-se agora que provar que os resultados estavam corretos”.
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Essa mudanga na natureza da Matematica, comeg¢ando cerca de 600 a.C, foi relacionada as
grandes diferengas entre a civilizacdo grega emergente e aquelas do Egito e Babilonia, de quem a

Grécia aprendeu (KATZ, 1993).

Muitas e muitas vezes na histéria da Matematica abrem-se um cendrio parecido, um
cendrio que mostra como a Matemadtica evoluiu como uma ciéncia: um conceito ou uma idéia
matemadtica € perseguido e estudado pelo seu significado utilitirio ou sociol6gico, mas
gradualmente, suas razdes tornam-se abstratas e divorciadas da realidade empirica. Um exemplo
desse fenomeno ¢ ilustrado pelos trés problemas classicos da Antigiiidade grega: A Quadratura
do Circulo, a Duplicacao do Cubo ¢ a Trisseccao do angulo (KATZ, 1993; SWETZ, 1984;

BOYER, 1997; EVES, 2002).

A Quadratura do circulo, é considerado um dos problemas centrais da Matemadtica grega
(KATZ 1993). Era o inicio da axiomadtica, como € indicado pelo nome do livro supostamente
escrito por Hipdcrates, Elementos , que € titulo de todos os tratados axiomadticos gregos, incluindo

o de Euclides (EVES, 2002).

Trata-se de construcdes que devem ser feitas mediante intersec¢des de retas e
circunferéncias, utilizando somente régua sem medidas e compasso (EVES, 2002, BOYER,1997,

LINTZ, 1999).

Para Perero (1994): “Retas e circulos eram considerados pelos filésofos e matematicos
gregos como as curvas perfeitas a partir das quais, todas as demais construcdes deveriam ser

possiveis”.
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Durante o século XIX, provou-se a impossibilidade de resolver estes problemas com as

restri¢des impostas pelos cldssicos gregos.

Provavelmente, nenhum outro problema exerceu um fascinio maior ou mais duradouro
do que aquele de construir um quadrado de drea igual a drea de um circulo dado. Ja em
1800 a.C. os egipcios haviam “resolvido”o problema, tomando o lado de um quadrado
igual a 8/9 do diametro do circulo dado. De 14 pra c4, literalmente, milhares de pessoas
trabalharam no problema e, a despeito de j4 se ter uma demonstragdo de que a construgdo
€ impossivel, ndo hd um ano que néo tenha sua safra de “quadradores de circulos” (EVES,
2002, p. 140).

O problema, como afirmado anteriormente, consiste em construir um quadrado de area

igual a de um circulo dado, conforme a figura 12:

Raio = R Area = 7.R*
Area = 7.R* lado = RA/7

Figura 12: Demonstra¢do geométrica do problema

Ferdinand Lindeman (Alemanha, 1852 — 1939), demonstrou em 1822, que era impossivel

construir “exatamente” a /7 com régua e compasso. (Os segmentos construidos com régua e

compasso sdo expressos por raizes quadradas e 7 ndo pode ser expresso por raiz quadrada)

(PERERO, 1994).
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O problema tem sido resolvido de muitas maneiras, utilizando diferentes meios, por exemplo

(LINTZ, 1999):

e (Quadratrix de Hipias (425 a.C.): E construida da seguinte maneira (figura 13), o quadrado

ABCD e o quadrante de circulo BED.

a
B — — c
\\-. .'I .
\\.__ I.". o
X, ) &,
o ., C
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f1 ™, Y
\.'\ \'.
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B": .._.'_. F e --""hk. — ||I. {"
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Figura 13: Quadrado ABCD e o quadrante de circulo BED

Suponha-se que o raio do circulo AB gire com movimento angular uniforme até a posi¢ao
AD, e simultaneamente, um ponto move-se de B até A uniformemente; assim, quando ele ocupa
a posi¢ao B’, o raio AB estard em AE e, considerando-se a paralela B’C’ a AD, determina-se o
ponto F. O lugar de todos os pontos F assim determinados, é uma curva AFG denominada
quadratrix de Hipias, em homenagem ao matemdatico que a construiu. Presumindo-se que G* é

um ponto bem definido, a solu¢do do problema da quadratura do circulo faz-se da seguinte

BED :ﬁ(n. Portanto, sendo o arco BED construtiveis com régua e compasso, a drea

AB AG

maneira:

de BED também ser4, a partir das magnitudes AB e AG.

4 ¢ . . . . . . . .~ .

E um ponto delicado, muito discutido na época, pois quando o ponto o raio ocupa a posi¢do AD, o ponto mével
ocupa a posi¢cdo A, de sorte que o ponto correspondente G da quadratrix estaria indeterminado sendo, entdo, uma
posicdo limite dos pontos préximos quando o rio ainda ndo estd em AD e o ponto mével ainda nio estd em A.
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e Espiral de Arquimedes (287 — 212 a.C.): Arquimedes, procedeu da seguinte forma na sua
tentativa de resolver o problema: seja OB um segmento no plano que gira em torno de 0 com
movimento angular uniforme partindo de uma posi¢do inicial; imagina-se que a0 mesmo tempo
em que OB comeca a girar em torno de 0, um ponto P move-se sobre OB com velocidade

constante. O lugar da posi¢do de P € uma espiral, cuja equagdo polar é: p=a@. Seja T o ponto

de encontro da tangente a espiral em P com uma reta tragcada de O perpendicular a OP; entdo OT

chama-se a subtangente polar.

Arquimedes demonstra que , depois de uma primeira volta completa em torno de O, isto €,
quando @ varia de 0° a 360°, o comprimento da circunferéncia de raio OP ¢é igual a OT.
Suponha-se que seja dado um circulo de raio r no plano e desenha-se também, uma espiral, como
acima descrito, no mesmo plano. Entdo, o circulo de raio OP, como identificado acima, tem um
comprimento I, que se constréi com régua e compasso a partir da tangente a espiral; entao, temos:

comprimento _ r
) OP

, 0 que evidencia que o comprimento de C se constréi com régua e compasso

c, conseqﬁentemente, O mesmo S€ passa com sua area.

O segundo problema € a duplicacdo do cubo. Diz a lenda grega que Mimos, rei de Creta,
havia ficado descontente com o tamanho do tumulo, de forma cubica, erguida para seu filho
Glaucus, e ordenou que se duplicasse seu volume (PERERO, 1994).

O problema consiste em construir o lado de um cubo, cujo volume seja o dobro do
volume de um cubo inicial. Para isso, teria que se construir um segmento de comprimento igual a

raiz cubica de 2 e isso € impossivel usando somente régua e compasso.
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_ ’

Volume = a® Volume = 2.a3

Lado=a Lado = 3/2.a° = a.3\/§

Figura 14: Demonstracdo geométrica do problema

Observa-se na demonstracdo acima, o surgimento dos niimeros irracionais. Durante
muito tempo, os matemdticos acreditaram que qualquer problema prético podia ser resolvido
operando somente com os nuimeros naturais e fraciondrios. Nao sentiam falta de nenhum outro

tipo de niimero.

A necessidade das grandezas irracionais decorre do periodo que se iniciou em 530 a.C, na
Grécia, mais precisamente com os conhecidos “pitagéricos” (GUELLI, 1998). Acreditava-se que
o sistema dos nimeros racionais era suficiente para propdsitos praticos envolvendo medigdes,
uma vez que ele contém todos os inteiros e todas as fracdes. Com a evolu¢do da Matemética,
surgiu a necessidade de um novo sistema. Situagdes como a descrita a seguir, ilustram o
problema (EVES, 2002): Marque dois pontos distintos, O e I numa reta horizontal (I a direita de
O) e tome o segmento Ol como unidade de comprimento. Admitindo-se que os pontos O e I
representem os nimeros 0 e 1, respectivamente, entdo os inteiros positivos e negativos podem ser
representados por um conjunto de pontos da reta convenientemente espacados a intervalos
unitarios, os positivos a direita de O e os negativos a esquerda de O. As fragdes de denominador

q podem ser representadas pelos pontos que dividem cada um dos intervalos unitdrios em g
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partes. Entdo para cada nimero racional, hd um ponto da reta. No entanto, foi um choque
descobrir que hd pontos na reta que ndo correspondem a nenhum numero racional. Essa
descoberta foi uma das grandes realiza¢des dos pitagéricos. Eles provaram que ndo ha nenhum
numero racional ao qual corresponda ao ponto P da reta no caso em que OP € igual a diagonal de
um quadrado cujos lados medem uma unidade (figura 14). Assim, novos nimeros tiveram que ser
inventados para serem associados a estes pontos; e ndo sendo racionais, vieram a ser nimeros
irracionais (EVES, 2002). A descoberta desses nimeros assinala um dos grandes marcos da

historia da Matematica.

Voltando a duplicagdo do cubo, ja no século IV a.C., Menecmo, matemadtico grego,
inventor das cOnicas, construiu um segmento pela interseccdo de uma pardbola com uma

hipérbole.

N
T N0 —s V2

Figura 15: Representacdo geométrica atual do problema

~ ~ . . ~ 2 2
Com a notag@o e representagdo atual, terfamos a intersecc¢do das curvas y = X" com y =—,
X

tal qual aparece na figura 15.
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O terceiro problema € o da Trisseccado do Angulo. Consiste em dividir um angulo em trés
partes iguais, somente com régua e compasso. Facilmente € possivel dividir angulos em 2, 4, 8§, ...
partes, e muitos angulos especiais podem ser trisseccionados, como 90°, 180°, etc. Mas o

problema em geral ndo possui solucao exata (EVES, 2002).

Hoje, existem muitas maneiras de trisseccionar angulos utilizando meios menos restritos
que os antigos gregos. A seguir, € apresentado o método utilizado por Arquimedes (BOYER,

1997).

Dado um circulo (centro O e raio r) e uma corda AB, toma-se um ponto C sobre AB de tal

forma que BC =r. Unindo-se C e O, a reta CO corta a circunferéncia em D e F (figura 16) .

Demonstragao:
<BOC = <BCO (o triangulo BOC ¢ is6sceles)
< ABO = <BOC + <BCO (angulo exterior)
=2.(<BOC)
<CAO = <ABO (o tridngulo AOB §é isésceles) F o D
<AOF = <OAC + <ACO (angulo exterior ao tridngulo AOC)
= (3. <BOC).

Figura 16: Trissec¢do do angulo

Agora, para dividir um angulo, por exemplo AOF, em trés partes iguais: constrdi-se um
segmento BC =r, de tal maneira que o prolongamento BC passe por A. Este procedimento pode

ser feito se pudermos marcar a distancia na régua e, isso viola as regras dos antigos gregos.
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A importancia desses problemas reside no fato de que eles ndo podem ser resolvidos, a
ndo ser aproximadamente, com régua e compasso, embora estes instrumentos sirvam para
a resolucdo de muitos outros problemas de constru¢do. A busca de solugdes para estes
problemas influenciou profundamente a geometria grega, levando a importantes
descobertas, tais como: as secgdes cOnicas, muitas curvas cubicas e qudrticas e vdrias
curvas transcendentes.(EVES, 2002, p. 134).

Segundo Eves (2002): “O grande estimulo ao desenvolvimento da Matematica, inclusive
para a criag¢do de novas teorias, dados pelos esfor¢cos continuados para resolverem os trés famosos
problemas da Antigiiidade, ilustra o valor heuristico de problemas mateméticos atraentes nao

resolvidos™.

No mesmo periodo, destacam-se os chamados pitagdricos, de cuja escola foi fundador
Pitdgoras, que se supde ter sido mistico, cientista e estadista aristocratico (STRUIK, 1987). Os
pitagéricos salientavam o estudo dos elementos imutdveis da natureza e da sociedade, e na

procura de leis eternas do universo, eles estudaram geometria, aritmética, astronomia e musica.

Uma doutrina matematica importante da escola dizia que: “0 nimero era a substancia de
todas as coisas”, que ndmeros, isto €, numeros inteiros positivos, formavam o principio
organizacional bédsico do universo. Pitdgoras quis dizer, com isso, que nem todos os objetos

conhecidos tém um nimero, ou podem ser ordenados e contados, mas sim que os nimeros estao

na base de todos os fendmenos fisicos (KATZ, 1993).

A sua aritmética era uma ciéncia especulativa. Os nimeros eram divididos em classes:

impares, pares, pares vezes pares, impares vezes impares, primos e compostos, perfeitos, amigos,

triangulares, quadrados, pentagonais, etc (STRUIK, 1987; KATZ, 1993).
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Alguns dos resultados mais interessantes relacionam-se com os numeros triangulares
produzidos pelas adi¢des sucessivas dos nimeros naturais, pois representam uma liga¢do entre a

geometria e a aritmética (STRUIK, 1987):

Uma das grandes preocupacdes dos pitagdricos era o conceito do nimero desenvolvido a
partir da definicdo, atribuido a Tales, que o introduziu como a seqii€ncia dos nimeros inteiros e

representou por pontos (LINTZ, 1999), os chamados nimeros triangulares.

1, . .3 . . .6, . . . .10, etc.

Figura 17: Numeros triangulares

A partir disso, muitos teoremas desenvolveram-se de maneira puramente geométrica.
Podemos citar um deles, talvez o mais conhecido: “todo nimero quadrado € a soma de dois
numeros triangulares sucessivos”. Por exemplo, observa-se que um nimero quadrado na sua

forma geométrica pode ser dividido como a figura 18.

Figura 18: Numeros quadrangulares

Porém, como citado anteriormente, a descoberta mais importante atribuida a Pitdgoras foi

a dos Irracionais, por meio de segmentos de retas incomensuraveis (KATZ, 1993). Esta sua
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descoberta pode ter sido o resultado do seu interesse pela média geométrica a:b = b:c , que servia

como simbolo da aristocracia.

Para Boyer (1997): “Deve ter sido um choque descobrir que hd pontos na reta que ndo
correspondem a nenhum ntimero racional. [...] Essa descoberta foi uma das grandes realizag¢des

dos pitagoricos”.

Em particular, os pitagéricos provaram que nao hd nenhum nimero racional ao qual
corresponda ao ponto P da reta no caso em que OP € igual a diagonal de um quadrado cujos

lados medem uma unidade, conforme a figura 19.

2
<
<
<
<
<

Figura 19: Demonstracdo (BOYER, 1997)

Segundo Garbi (1997): “Apds Tales e Pitdgoras, as descobertas geométricas avangaram

rapidamente e os teoremas foram se acumulando em grande quantidade”.

O desenvolvimento da astronomia e da Matematica, neste periodo, na Babilonia atingiu o
seu auge no periodo Seléucida’ e a astronomia grega foi impulsionada; a importancia deste fato
s6 comecou a ser melhor entendida agora (STRUIK,1987). Na Grécia, importantes centros de

estudos matematicos se desenvolveram, especialmente Alexandria, Atenas e Siracusa.

5 , . . . L. . . . T A s s .
Periodo antigo, caracterizado por ter governantes vindos da Siria, apés o Oriente ter sido dividido em trés impérios.
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Atenas tornou-se um centro educacional, enquanto Siracusa destacou Arquimedes, o
maior dos matemadticos gregos. Ele € uma das poucas figuras cientificas da Antigiiidade onde

varios dados foram conservados acerca da sua vida e da sua personalidade (STRUIK, 1987).

Os trabalhos de Arquimedes sdo obras-primas de exposi¢do matemdtica, e lembram
artigos de revistas modernas. Além de exibirem grande originalidade, habilidade
computacional e rigor nas demonstragdes, sdo escritas numa linguagem altamente acabada
e objetiva. Cerca de dez tratados de Arquimedes se preservaram até nossos dias e hd
vestigios de outros extraviados. (EVES, 2002,p.194)

As mais importantes contribuicdes de Arquimedes na Matemaética foram feitas no dominio
daquilo a que agora chamamos de “célculo integral”. Na medi¢do do circulo, encontrou uma
aproximacdo da circunferéncia do circulo pelo uso de poligonos regulares inscritos e

circunscritos. Levando esta aproximacdo a poligonos de 96 lados, encontrou (na nossa notagao)

1 1

1
10 n 5 5 1
(STRUIK, 1987):37 <3 84° <3897 5 66721 3", o que é usualmente expresso

1 1

20174 46732 46722

dizendo que 7z é aproximadamente 31.
7

Na realidade, Arquimedes encontrou resultados de forma mais heuristica. Ele diferia da
maior parte dos matemadticos gregos pela sua capacidade de cdlculo. Este fato deu ao seu

trabalho, juntamente com todas as suas caracteristicas gregas, um toque oriental.
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Arquimedes triunfou ndo somente na aplicacdo de métodos para determinar dreas e
volumes de novas figuras, mas também em desenvolver novas técnicas que permitiam 0s
resultados serem descobertos em primeiro lugar. Diferente de seus predecessores, ndo foi
nem relutante em compartilhar seus métodos de descoberta nem teve medo de executar
célculos numéricos e exibir resultados numéricos. (KATZ, 1993, p.95)

Isto € revelado no seu problema do gado, um problema muito complicado de andlise
indeterminada, envolvendo oito incdgnitas inteiras relacionadas por sete equagdes lineares e
sujeitas ainda a duas condic¢des adicionais, a saber, que a soma de um certo par de incognitas €
um quadrado perfeito e que a soma de outro par determinado de incdgnitas é um nimero
triangular. Sem as condig¢des adicionais, os menores valores das incognitas sdo nimeros da ordem
de milhdes, logo, uma das incégnitas deve ser um nimero com mais de 206 500 digitos (EVES,

2002); que pode ser interpretado como um problema que conduz a uma equacdo do tipo Pell:

1> —4729494y> =1 que é resolvida com nimeros muito grandes (STRUIK, 1987; KATZ, 1993).

Para Eves (2002): “Um problema interessante, do primeiro livro de trabalho de
Arquimedes, sobre os corpos flutuantes, ¢ a famosa lei da hidrostitica: Um corpo imerso num
fluido recebe um impulso, de baixo para cima, de intensidade igual ao peso do fluido

deslocado”.

Outro ramo da Matemética que se desenvolveu na Grécia foi a Trigonometria. Segundo o
historiador Herédoto (490 — 420 a.C.), foram os gregos que deram o nome gnémon ao relégio de
sol que chegou até eles através dos babilonios, embora ja tivesse sido utilizado pelos egipcios

antes de 1500 a.C. (COSTA, 2003).
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O mais antigo Gnomon de que temos conhecimento e que chegou até nossos dias, estd no
museu de Berlim (EVES, 2002). Evidencia e reforca a hipétese de que a trigonometria foi uma

ferramenta essencial para a observacdo dos fendmenos astronomicos pelos povos antigos.

G
A A A
N
Solsticio Equindcio Solsticio de verdo
de inverno de
Primavera Sombra minima
e Outono <>
Sombra mdxima

Figura 20: O Gndémon (vareta que se espetava no chdo , formando com ele um angulo de 90°, e o comprimento de
sua sombra (AN) era observado em um horario determinado: meio dia).

Um problema que demonstra este conhecimento, faz parte da “colecdo” de medigdes

feitas por Aristarco e Eratostenes:

Aristarco de Samos aplicou a Matemdtica a Astronomia. Tornou-se conhecido como o
Copérnico da Antiguidade por ter reformulado a hipétese heliocéntrica do sistema solar (EVES,

2002).

Usando instrumentos toscos, Aristarco observou que a distancia entre a Lua, quando est4

) ) .29 . .
exatamente meio cheia, € 0 sol é % de um angulo reto. Com base nessa medic¢do ele mostrou
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(sem a ajuda da trigonometria) que a distancia da Terra ao Sol situa-se entre 18 e 20 vezes a

distancia da Terra a Lua.

Podemos verificar isso, utilizando-se do resultado da observacdo de Aristarco. (O angulo
em consideracdo €, na verdade, aproximadamente 89°50'.) Em seus estudos sobre os tamanhos e

sena _a tga
<—<g—,0nde

as distancias do Sol e da Lua, ele usou algo equivalente ao fato de que:
senb b tgh

T .- . . ~
O<b<a<5. Admitindo-se conhecidos os graficos das funcdes sen x e tg x, mostre que

tox) T .
decresce € (Lcresce, conforme x cresce de 0 a E’ estabelecendo assim as

X X

(sen x)

desigualdades acima.

Outro problema deste periodo, segundo STRUIK (1987), demonstra os conhecimentos na

area da Geometria, que por sua vez estd intimamente ligado a Trigonometria.

) . ) a
Dados dois segmentos 1, a e b, construir segmentos de longitude ab, ;

Figura 21: Demonstra¢do geométrica
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Segundo Eves (2002): “E desapontador, mas muito pouco se sabe sobre a vida e a
personalidade de Euclides. Sabe-se que foi ele o criador da famosa escola de Alexandria, da qual

foi professor”.

Avangando na histdria, temos o estudo da antiga Matematica chinesa, que apesar de dificil
tradugdo, tém-se algumas informagdes nos livros de Mikami (1913) e de Needham (1959) ou em

artigos especiais (STRUIK, 1987).

Os problemas que marcam este periodo aparecem no livro que mais influenciou a
Matematica chinesa: o Jiu Zhang Suan Shu, “Os Nove capitulos sobre a Arte da Matematica”. A
versdo mais conhecida desta obra € do século II a.C, porém sabe-se que alguns resultados da
Matematica chinesa datam do ano 1100 a.C.. A obra é uma compilacdo de 246 problemas
praticos, dentre eles aparecem equacdes com duas ou mais incdgnitas e nos capitulos finais,
apresenta as propriedades dos triangulos retangulos, incluindo o teorema “Gou-Gu”, conhecido

no Ocidente como Teorema de Pitdgoras (PERERO, 1994 ; BOYER, 1997).

O caso do bambu quebrado € uma aplicacdo deste teorema: “Um talo de bambu tem 10
“chi” de altura. Havendo quebrado o talo, seu topo toca o solo a 3 “chi” de distancia da base do
talo. Qual a altura da parte que ficou em pé€?” (BOYER, 1997). Observe as figuras 22 e 23, que
mostram uma versio moderna do problema e outra original, segundo Eves (2002),

respectivamente.
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Figura 23: Problema do bambu quebrado na antiguidade, segundo Eves (2002)

O problema 15 do capitulo 9 “dos nove capitulos” (PERERO, 1994), trata-se de calcular

as dimensdes de uma porta conhecendo a diagonal e a diferenca entre o comprimento e a altura:
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Solucao: Neste caso, resolve-
€ se por um sistema de
equacoes.

x2+y2:CZ
y—x=k

Figura 24: Solu¢do do problema 15 dos “Nove Capitulos”

Em livros datados do periodo de Han (206 a.C. a 220 d. C), encontramos um diagrama
muito conhecido, o quadrado mégico, com o qual muitas lendas sdo relacionadas. Este quadro,

famoso até os dias de hoje, € especial, pois a soma de suas linhas, colunas e diagonais somam

sempre 15 (KATZ, 1993;BOYER, 1997).

4 91 2
3 517
8 1 6

Figura 25: Quadrado Mégico

Os chineses gostavam muito de diagramas, tanto que o primeiro registro de um quadro
magico apareceu na China. O quadro foi supostamente trazido para os homens por uma tartaruga
do Rio Lo nos dias do lendario imperador Yii, considerado um engenheiro hidrdulico (BOYER,

1997). A preocupacdo com tais diagramas levou o autor dos Nove capitulos a resolver o sistema

3x+2y+2z=39
de equagdes lineares simulténeas: , ., 5 V7 =34 efetuando operagdes sobre colunas na matriz:

x+2y+3z=26
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213 2 . 0 |5 |2
, parareduzi-laa .
30 36 |1 |1

Um dos classicos matemdticos chineses mais antigos é o I-King ou Livro das Permutagoes

(EVES, 2002). Nele aparece um diagrama numérico conhecido como lo-shu , posteriormente

desenhado como a figura 26. Trata-se do exemplo conhecido mais antigo de quadrado mégico.

Como se observa na figura 26 € um arranjo quadrado de numerais expressos por nds em cordas;

nés pretos para nimeros pares € brancos para nimeros impares.

Figura 26: Segundo Eves (2002): o quadrado magico mais antigo.

Um quadrado magico de ordem n é um arranjo quadrado de n’ inteiros distintos
dispostos de maneira tal que os nimeros de uma linha qualquer, de uma coluna qualquer
ou da diagonal principal ttm mesma soma, chamada constante mdgica do quadrado. O
quadrado mégico se diz normal se os n° ndmeros que o formam sio os n° primeiros
nimeros inteiros positivos (EVES, 2002, p. 269).

De La Loubére, quando enviado de Luis XIV no Sido (atual Tailandia), no periodo entre

1687 e 1688, aprendeu um método simples de construir quadrados magicos normais de qualquer
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ordem impar (EVES, 2002). Podemos construir ilustrar este método construindo um quadrado de
ordem cinco. “Desenhar um quadrado e dividir em 25 celas (ver figura 27). Contorne o quadrado
com celas ao longo de suas bordas superior e direita e sombreie a do canto superior direito.

Escreva 1 na cela superior do quadro original”.

A regra geral consiste em proceder na diagonal para cima e para a direita com os inteiros
sucessivos. As excegdes a essa regra, segundo EVES (2002), ocorrem quando essa operagiao nos
leva para fora do quadrado original ou uma cela ja ocupada. Na primeira situag¢do, voltamos ao
quadrado original deslocando o niimero que cairia fora, ou de cima para baixo ou da direita para a
esquerda, conforme seja o caso, para a ultima cela em branco da fila correspondente. Na segunda
situacdo escrevemos o nimero na cela abaixo da ultima a ter sido preenchida e seguimos com a

regra geral. Devemos considerar ocupada a cela sombreada.

18 (25 (2 |9

2411 |8 |15]17

N>—~|
w|l Q

10 (12 |19 |21 |3 10

11 (18 {25 |2 |9

Figura 27: Ilustragdo do método para construir quadrados magicos

Na ilustracdo (figura 27), a regra indica que devemos colocar o 2 diagonalmente acima do

1 na quarta cela do contorno superior do quadrado. Portanto devemos deslocar o 2 para a quarta
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cela da linha de baixo do quadrado original. Prosseguindo com a regra geral, quando chegamos
ao 4 atinge-se a terceira cela do contorno lateral direito do quadrado. Devemos entdo, deslocar o
4 para a terceira cela da primeira coluna do quadrado original. A regra geral colocaria o 6 na cela
ja ocupada pelo 1; portanto ele deve ser escrito na cela exatamente abaixo do ultimo nimero

registrado, ou seja, o 5. E assim por diante.

A numeracio chinesa foi sempre decimal, e jad no segundo milénio a. C. encontramos
nimeros expressos com nove simbolos e com valor de posicdo. O sistema estabilizou-se
no periodo Han, ou talvez antes. Os nove numerais eram expressos por um arranjo de

paus de bambu, de modo que, por exemplo, L TT=TTTT significava 6729 e também era
escrito dessa forma (STRUIK, 1987,p. 66).

A Matemdtica chinesa ocupou um lugar excepcional, pois a sua tradicdo permaneceu
praticamente intacta até recentemente, o que permite estudar com mais exatiddo a sua posi¢do na

comunidade do que a da Matematica egipcia e babilonica.

Nao é por acaso que a Matemdtica chinesa € um importante marco na histéria. Os
matematicos chineses aplicaram seus talentos ndo somentepara melhorar velhos métodos de
solugdo para problemas préticos, mas também para estender estes métodos além das necessidades

praticas do dia-a-dia (KATZ, 1993).

No periodo de 200 a.C — 1250 d.C, a Matemética Hindu deixou importantes contribui¢cdes

para a Matematica moderna. Foi nesta época que foi criado o sistema de numeracdo posicional de
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base 10, os nimeros negativos e positivos e nota-se um excepcional desenvolvimento da dlgebra,

com a resolucdo de equagdes indeterminadas (BOYER, 1997; EVES 2002).

A India produziu muitos mateméticos na segunda metade da idade Média, porém um
deles merece um destaque especial: Bhaskara, o mais importante matematico do século XII
(BOYER, 1997). Foi ele quem preencheu algumas lacunas na obra de Brahmagupta® , por
exemplo, dando uma solucao geral para a equagdo de Pell e considerando o caso da divisdao por

Z€ro.

A equacgdo de Pell (D)C2 tbh= yz) é um tipo inteiramente diferente de equagdo
indeterminada de grande interesse dos matemdticos indianos, cuja primeira ocorréncia
estd no trabalho de Brahmagupta (acima referido). Hoje o caso especial Dx*+1= y2 é

geralmente referido como a equagdo de Pell (erroneamente em homenagem ao inglés do
século XVII, Jonh Pell). H4 algumas evidéncias que certos casos especiais desta equacio
foram resolvidos na Grécia, mas a primeira documentagdo de um esfor¢o pra resolver
esta equacdo em alguma generalidade é na India. (KATZ, 1993, p. 208)

Katz (1993) afirma que: “A meta de Bhaskara, no capitulo sobre dlgebra neste texto, era

mostrar como qualquer equacdo na forma Dx” +1= y* pode ser resolvida com niimeros inteiros”.

As duas partes mais importantes do trabalho de Bhaskara sdo Lilavati (“bela” — livro
dedicado a sua filha, segundo Boyer, 1997) e Vijaganita (“extracdo de raizes”), que tratam da

aritmética e da algebra, respectivamente.

6 Matemdtico hindu que viveu em 628, na India central. Suas contribuicdes a dlgebra sdo de ordem mais alta que
suas regras de mensuragdo, pois ele encontrou solugdes gerais de equagdes quadraticas, inclusive duas raizes mesmo
quando uma delas é negativa. (Mais informagdes sobre a obra de Brahmagupta ver BOYER, p. 150: 1997).
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Um problema interessante, que faz parte do texto Lilavati de Bhaskara: “Linda donzela de

olhos resplandecentes, uma vez que entendeis o método de inversao correto, dizei-me qual é o

nimero que multiplicado por 3, depois acrescido de 3 do produto, depois dividido por 7,
4

diminuido de % do quociente, multiplicado por si mesmo, diminuido de 52, pela extracdo da raiz

quadrada, adicdo de 8 e divisdo por 10, resulta o nimero 2?”’(EVES, 2002).

Pelo método da inversdo, comecamos com o nimero 2 € operamos para trds. Assim,

[(2).(10)-8] +52=196,4/196 =14, (14)6)(7)@)/3 =28, sendo 28 a resposta. Observamos, que
todas as operagdes feitas na solucdo sdo inversas ao que foi pedido, o que responde pelo método
de inversao.

E exatamente o que farfamos se tivéssemos a necessidade de resolver o problema

utilizando métodos modernos. Assim, representando por x o nimero procurado temos:

10

Para resolver esta equacio pelos métodos modernos, multiplica-se ambos 0s membros por
10, depois subtrai-se 8 de cada membro, depois eleva-se ao quadrado cada membro e assim por

diante.
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Esse problema ilustra também a pratica hindu de revestir problemas aritméticos de trajes
poéticos. Isso acontecia porque os textos escolares eram escritos em Versos € porque os

problemas eram freqiientemente usados para entretenimento social (EVES, 2002).

Os hindus, segundo Eves (2002), por volta de 628 d.C. a 1150 d.C, aceitavam os nimeros
negativos e os irracionais e sabiam que uma equagao quadrética tem duas raizes formais. Eles
unificaram a resolucdo algébrica de equacdes quadraticas pelo método familiar de complemento
de quadrados (EVES, 2002). Esse método € hoje, muitas vezes conhecido, como método hindu.

Bhaskara deu as duas seguintes identidades notaveis:

atb =a+a? —b)12 £\la -V b2

Os hindus somavam progressdes aritméticas e geométricas e resolviam problemas

comerciais envolvendo juros simples e compostos, descontos e regras de sociedade.

Nesta mesma época, a Matemética Arabe teve grande importincia, pois além de preservar
o patrimdnio matemdtico dos gregos, divulgando estes conhecimentos pela India, assimilando
ambas as culturas e fazendo avancar tanto a Algebra como a Trigonometria, dentre suas
contribuicdes, encontra-se um dos mais antigos métodos para resolver equacdes do segundo grau,
o método geométrico de “Completar o quadrado”, atribuido a Al-Khowarizmi (também chamado

o pai da Algebra) (BOYER, 1997).
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Ele considerava cinco tipos de equagoes do segundo grau:
ax® = bx,ax’ =b;ax” +bx = c;ax” + ¢ = bx,ax’ =bx+c, onde a, b e ¢ eram positivos e a = 1 (Os
nimeros negativos € complexos apareceram depois). Aqui, um dos problemas que tratam este

método:

“Resolver a equagdo x° +10x=239:

Solugdo: Constréi-se um quadrado ABCD, com AB = AD = x. Estende-se os lados AB e AD, de
forma que DE = BF = 5 (5 ¢ a metade de 10, o coeficiente de x). Em seguida, completa-se o

quadrado AFKE.

A 4rea de AFKE (figura 28) pode ser expressa como: x +10x+25, mas a equacio a
resolver é x° +10x =239, portanto, tem que somar 25 aos membros da equacgio, resultando em:
x> +10x+25=39+25=64. Os dois membros da equagio, sio agora, quadrados perfeitos:

(x+5)2 =8%. Logo, AF = AE = x + 5 = 8 e a solugdo serd: x = 3.

F
K
5 5x 25
B C
x> 5x
X
A X D 5 E

Figura 28: resolugdo da equacio
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O periodo que vai de 500 d.C. a 1600 d.C., na Idade Média, é marcado por niveis muito
baixo de saber, ou seja, o ensino praticamente deixou de existir, estando ele, concentrado nas
maos da igreja (STRUIK, 1987). Nos monastérios, a cultura grega e drabe foi preservada, logo,
aos poucos, com a penetracdo dos cldssicos gregos na Europa, este saber foi lentamente

transmitido.

Neste periodo, € importante mencionar Leonardo Fibonacci, pois foi o matemdtico de
maior destaque da época. Publicou a famosa obra Liber Abaci e, através dela, difundiu a notacdo
indo-ardbica na Europa (KATZ, 1993; EVES, 2002). Fibonacci gostava das fragdes unitdrias —
ou julgava que seus leitores gostassem, pois o Liber Abaci contém tabelas de conversao de

~ ol - 98 . 1111 99
fragdes comuns a unitdrias. A fracilo—— por exemplo é decomposta em ————— e —
100 10050542 100

1 . ~ o 1
aparece como ————. Um estranho capricho de sua notacdo levou-o a exprimir a soma de ——
25542 54

€ —— como lézl,a notagao lgi significando nesse caso ! +L+£ (BOYER,

109 2910 2910 29.10 9.10 10

1997).

Muito do Liber Abacci € desinteressante, mas alguns dos problemas sdo tdo estimulantes
que foram usados por autores posteriores (BOYER, 1997). O problema de Liber Abaci que mais
inspirou aos futuros matemaéticos, foi o seguinte: “Quantos pares de coelhos serdo produzidos em
um ano, comec¢ando com um sé par, se em cada més cada par gera um novo par que se torna

produtivo a partir do segundo més?” (BOYER, 1997; KATZ, 1993).
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Esse problema deu origem ao que hoje conhecemos como Segiiéncia de Fibonacci : 1, 1,
2,3,5,8,13,21, ..., u,,..., onde u, =u, , +u, ,,isto €, em que cada termo apds os dois primeiros
¢ a soma dos dois imediatamente precedentes. Verificou-se que essa seqiiéncia tem muitas

propriedades belas e significativas. Por exemplo, pode-se provar que dois termos sucessivos

quaisquer sao primos entre si € que 1imn_mh ¢ a razdo da sec¢do durea (\/g —1)/ 2 (BOYER,
u

n

1997).

Fibonacci era um algebrista, tratou com clareza a equagdo cubica. Ele exibe uma atitude
quase moderna ao provar primeiro a impossibilidade da existéncia de raiz no sentido euclidiano,
como razdo de inteiros, ou da forma a++/b , onde a e b sdo racionais. Fibonacci tratou de

exprimir a raiz positiva aproximadamente como uma fragdo sexagesimal com meia duzia de casas

-1;22,7,42, 33, 4, 40. Esse foi seu mais notavel sucesso (BOYER, 1997).

Os talentos de Fibonacci chamaram a atencdo do imperador Frederico II, com o
conseqiiente convite a ele para participar de um torneio de matemdticos na corte. Dentre os
problemas propostos no torneio, um deles, segundo EVES (2002) demonstra o conhecimento, ja

mencionado, da solu¢do para equacdes cubicas: “Encontrar a solucdo da equagdo ctbica

x’ +2x> +10x =20 . O matemdtico tentou provar que nenhuma raiz da equacdo pode ser expressa

irracionalmente na forma +/a ++/b ou, em outras palavras, que nenhuma raiz pode ser construida

com régua e compasso. Obteve entdo, uma resposta aproximada, que expressa em notacao

decimal, € 1, 3688081075 e que € correta até a nona casa (EVES, 2002).
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Para Eves (2002): “Outro problema que demonstra os conhecimentos matematicos de
Fibonacci com total clareza, é o seguinte”: “Encontrar um niimero, cujo quadrado aumentado ou

diminuido em 5, continue sendo quadrado”. A solucd@o encontrada por Fibonacci foi:

1681 _(41Y
144 (12

Observe que: @_5:9_61: 31 2
144 144 12
1681 2401 (49Y
+5= =| —
144 144 |12

Depois disso, tudo que segue, podemos chamar de Matematica Moderna, ou seja, de 1700
até a atualidade. A Matematica, sofreu muitas transformagdes ao longo dos anos e sua evolucao
deu-se, principalmente pela influéncia de importantes nomes que mergulharam na resolugcdao de

indmeros problemas e com isso decifraram mais dreas do conhecimento matematico.

Nesta perspectiva, um problema de grande importancia para todos os mateméticos, foi o

famoso “Teorema de Fermat™.

Em 1648, o fracés Pierri de Fermat (1601-1665) foi promovido a conselheiro do rei do
parlamento de Toulouse, titulo mantido até sua morte. Era a culminacdo de uma carreira
pautada pelo cumprimento do dever na drea juridica do servico publico. Mas, em que
pesem seus méritos profissionais, foi através de seu hobby predileto, a Matemdtica, a qual
prazerosamente reservava suas horas de lazer, que Fermat se imortalizou (DOMINGUES,
p. 56, 2003).
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Entre as contribuicdes de Fermat a Matematica, a que mais marcou seu nome foi uma
anotacdo que fez em 1637 na margem de seu exemplar da Arithmetica de Diofanto de

Alexandria. Resumidamente, a anotacdo dizia que, se n =3, entdo nenhum terno (a, b, c) de

numeros inteiros positivos € solu¢do da equacdo x" + y" = z" ( DOMINGUES, 2003).

O problema teve suas origens na Grécia antiga, mas somente atingiu sua maturidade no
século XVII, quando Fermat o colocou como um desafio para o resto do mundo. Uma sucessao
de grandes matematicos foi humilhada pelo legado de Fermat e durante trezentos anos ninguém

conseguira uma solucdo (SINGH, 2000; BOYER, 1997; EVES, 2002; KATZ, 1993).

O Teorema, tornou-se o santo graal da Matematica. Vidas inteiras foram devotadas — e até
mesmo sacrificadas — a busca de uma demonstragdo para um problema aparentemente simples

(SINGH, 2000).

Em 1963, o matematico Andrew Wiles (na época, com dez anos de idade), ja era
fascinado pela Matematica. “...Eu adorava resolver problemas na escola. Eu os levava para casa e
criava novos. Mas os melhores problemas eu encontrava na biblioteca local”’(Wiles apud Singh,
2000). Foi em um desses dias, onde andava pela biblioteca, que Andrew deparou-se com um

problema que lhe tirou o sono por cerca de 32 anos, o Teorema de Fermat.

Parecia tdo simples, e no entanto nenhum dos grandes matemadticos da histdria
conseguira resolvé-lo. Ali estava um problema que eu, um menino de dez anos, podia
entender e eu sabia que partir daquele momento nunca o deixaria escapar. Tinha de
soluciond-lo (WILES apud SINGH, 2000, p. 27).
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Geralmente, metade de um problema de Matematica, consiste em entender a questdo, mas

nesse caso, ela era simples e direta: Provar que ndo existe solu¢do em numeros inteiros para a

seguinte equacdo: x" +y" = 7", para n maior do que 2 ( KATZ, 1993; SINGH,2000).

O problema tem uma aparéncia simples e familiar, porque € baseado em um elemento da
Matemdtica que todos conhecem, o Teorema de Pitdgoras. Ele foi fonte de inspiracdo para o

problema que desafiou as maiores mentes matematicas da histéria (SINGH,2000).

Em 1993, passados 365 anos desde o desafio de Fermat, Wiles assombrou o mundo ao
anunciar a demonstragdo, porém sua luta ainda ndo tinha terminado. Um erro o fez voltar as
pesquisas por mais quatorze meses, até que em 1995, ele ganhou as pédginas de jornal do mundo

inteiro e 50 mil d6lares da Fundacao Wolfskehl.

Embora Wiles tenha recorrido a métodos do século XX para resolver o enigma do século
XVII, ele conquistou o desafio de acordo com as regras do comité Wolfskehl. No dia 27 de junho
de 1997, Andrew Wiles recebeu o prémio e finalmente o Ultimo Teorema de Fermat foi

oficialmente provado.

Segundo Singh (2000): “Wiles compreende que para dar a Matemadtica uma de suas

maiores demonstragdes, ele teve que privi-la de seu maior enigma’.
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As pessoas me dizem que eu lhes tirei seu problema e me pedem que lhes dé alguma
outra coisa em troca. H4 um sentimento de melancolia. Perdemos algo que estava conosco
hd muito tempo e uma coisa que atraiu muitos de nés para a Matematica. Talvez seja
sempre assim com os problemas da Matemadtica. Temos que encontrar novos para capturar
nossa atencdo (WILES apud SINGH, 2000, p. 286).

Analisando o crescimento histérico dos problemas mateméticos, observamos que ja na
antiguidade existia uma forte tendéncia em desenvolver novas dreas de conhecimento, novos
conceitos € métodos através da resolugdo de problemas. Hoje, a metodologia estd sendo ponto de
reflexdo de muitos educadores, pois possibilita ao aluno, o desenvolvimento de diferentes

estratégias e habilidades de resolucao.

A verdadeira forca da resolugdo de problemas requer um amplo repertério de
conhecimento, ndo se restringindo as particularidades técnicas e aos conceitos, mas estendendo-
se as relacdes entre eles e aos principios fundamentais que os unifica. A Matemdtica precisa ser
ensinada como Matemadtica e ndo como um acessorio subordinado a seus campos de aplicacdo

(ONUCHIC, 1999).

A perspectiva histérica permite mostrar, entre outras coisas, que a Matematica é um
conjunto de conhecimentos em continua evolucdo, que desempenha um papel muito importante
na formacdo do aluno, pois sua inter-relagdo com outros conhecimentos e a necessidade de
desenvolver determinados problemas priticos, o que torna a vida académica muito mais

desafiadora (VALDES, 2002).
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Com isso, estamos querendo afirmar, que um aluno precisa ter liberdade para
experimentar e colher resultados de seus experimentos, argumentar diante de uma idéia colocada,
refutar, inventar, errar para poder alcancar a sua certeza no conhecimento. Em Matematica, isso é
especialmente verdadeiro. Um problema, por exemplo, precisa suportar vdrias solucdes e

multiplas estratégias, mesmo que seja Unica a sua resposta (RABELO, 2002).

Logo, as atividades propostas aos alunos ndao podem ter solucdes que s6 o professor
“conhece”. Mas sim, devem dar ao aluno a oportunidade de pensar e estabelecer regras para

encontrar seu proprio caminho (RABELO, 2002).

A seguir, estdo organizados, alguns dos principais problemas historicos que até os dias de

hoje nao foram solucionados:

1. A conjectura de Goldbach (LAVADO, 2002; VAZQUEZ, 1989):

Em uma carta de 1742 a Euler, o matemdtico russo Christian Goldbach disse que, todo
nimero par € igual a soma de dois nimeros primos, por exemplo:

4=2+2;6=3+4+3;8=3+5;10=3+7,...;100=3+97;102=5+097; ...

A proposi¢do de Goldbach foi verificada por computador para todos os nlimeros pares até
100 milhdes, mas apesar dos esfor¢cos dos melhores matematicos dos ultimos 250 anos, sua forma
geral ndo pode ser demonstrada. Em 1937, o matematico russo Vinogradov demonstrou que todo

nimero par “suficientemente grande”, € igual a soma de mais quatro primos e este, ficou

conhecido como Teorema de Vinogradov-Goldbach.
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2. Conjectura de Cataldn (VAZQUEZ, 1989):

Consideramos a equacdo x" —y™ =1. Admite nos inteiros a solu¢do x=3, n=2, y=2, m=3

jaque 3 -2°=1.

A conjectura de Cataldn (1814 — 1894), afirma que esta solu¢do € a tnica para nlimeros

inteiros, alguns progressos foram feitos, porém a conjectura nao foi provada com certeza.

3. Niumeros primos gémeos < Disponivel http://www.somatematica.com.br> Acesso em:

22/10/03;(PERERO, 1994).

Estes sdo nimeros primos cuja diferenga € 2. Por exemplo: sdo primos gémeos 3 e 5, 5 e
7,17e 19,29 e 31,..., 71 e 73, ..., 10.006.427 e 10.006.429,... Sabe-se que 0s nimeros primos sao
infinitos (pela demonstracdo de Euclides), mas que vao ficando cada vez mais distantes a medida
que crescem os intervalos. Com os primos gémeos também € assim, na medida que crescem, vao
ficando cada vez mais escassos. Mas sabemos que ja foram encontrados primos gémeos na ordem
de milhdo e de milhdes, entretanto ndo se demonstrou se existem infinitos ndmeros primos

gémeos.

O maior par de primos gémeos conhecidos € 2409110779845 . 2000004 /_1. Esses primos

tém 18075 digitos, e foram descobertos por Wassing, Jarai e Indlekofer.

4. Numeros perfeitos (PERERO, 1994; VAZQUEZ, 1989):
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Os nuimeros perfeitos sdo nimeros inteiros, iguais a soma de seus divisores. Por exemplo:

6=1+2+3;28=1+2+4+7+ 14. Outros nimeros perfeitos sdo: 496, 8128, 33 550 336, ...

Em 1952, eram conhecidos somente 12 nimeros perfeitos. A dificuldade de encontrar
esse tipo de numero, segundo René Descartes apud Perero (1994): “...os numeros perfeitos sdo

iguais a homens perfeitos, sdo muito escassos’.

Em 1811, o matemaético inglés Peter Barlow, em seu livro Theory of Numbers, fala de um
numero perfeito de 19 cifras descoberto por Euler em 1772 e disse: “Jamais se descobrird
nenhum maior, pois estes nimeros sao interessantes e nao uteis”. O que ele ndo considerou € que

a chegada dos computadores facilitaria este estudo.

Hoje, j4 se conhecem 30 numeros perfeitos, o ultimo foi descoberto em 1963 pelo
Departamento de Illindis (E.U.A.), tem 6751 cifras e 22425 divisores. Entretanto, ha dois
problemas ainda ndo solucionados com relacdo a estes nimeros que seguem interessando

matematicos e pesquisadores da area:

¢ Existem ndmeros perfeitos impares? Todos os conhecidos até agora sdo pares e terminam
em 6 ou 8. Sabe-se também, que se existe um nimero perfeito impar terd que ser maior que

100",

® Também nao se sabe se € finito ou infinito o nimero de ndmeros perfeitos.
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5. O problema do viajante (PEREROQO, 1994):

Um viajante tem que ir com seus produtos a vérias cidades e voltar a seu ponto de partida,

mas quer fazer o caminho da forma mais econdmica possivel.

Este problema, descoberto ha mais de um século, é relativamente facil de resolver quando
se trata de ir a poucas cidades. Basta calcular todos os caminhos possiveis e ver qual deles € o
mais conveniente. Com os computadores de hoje em dia a proposta torna-se extremamente facil.

Entretanto, o problema fica complicado quando temos, por exemplo, 100 cidades.

O ndmero a ser calculado, neste caso, seria 100 x 99 x 98 x 97 x 96 x ... = 100. Sabendo-

se que este numero € de ordem 10*®, ou seja 1 seguido de 200 zeros.

O interessante, € que pegamos um nimero pequeno, isto ¢ 100 é um nimero muito baixo
para as aplicacdes reais deste problema. Organizacdes de linhas telefonicas, desenhos de circuitos

integrados (chips), etc., sdo resolvidos através do problema do viajante.

O algoritmo que permite resolver exatamente o problema em geral ndo foi descoberto,
todavia, muitos progressos foram feitos e métodos descobertos para diminuir o nimero de
operacgdes a efetuar. Entretanto, a tendéncia € buscar solu¢des aproximadas que, em quase todos

0s casos, sdo satisfatorias para fins préticos.

Os problemas citados sdo importantes problemas da histéria da Matematica, porém muitos

outros ficaram perdidos em livros e trabalhos sem memdria, ou seja, muitos deles perderam-se
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com o tempo, pois foram deixados em materiais nem sempre duradouros. Muitos problemas
existiram na Matemadtica e muitos ainda surgirdo, pois a Matemdtica € uma ciéncia constituida

destes pequenos enigmas sem solucao. E isso que faz o belo na Matematica.
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3 A RESOLUCAO DE PROBLEMAS E A HISTORIA DA MATEMATICA: UMA

ALIANCA POSSIVEL

Resolver problemas com o auxilio da histéria da Matemdtica € uma proposta
metodoldgica que visa melhorar as condi¢des de ensino aprendizagem dos alunos do Ensino
Basico. Esse tipo de abordagem permite aos estudantes levantar hipéteses, estruturar seu
pensamento, desenvolver suas proprias estratégias e interpreta-las e, além disso, oportuniza aos
estudantes um momento para discutir suas idéias em classe com o professor e colegas. Mesmo
que a escola ndo ofereca condi¢des materiais desejaveis para o exercicio dessa prética, ndo se
justifica a omissdo do professor, pois € necessdrio tentarmos melhorar de alguma forma a

qualidade do ensino adaptada as condicdes da escola e ao nivel de seus alunos (MENDES,2001) .

Um dos principais obstidculos ao sucesso do ensino aprendizagem da Matemdtica diz
respeito ao desinteresse dos estudantes com relagdo ao modo como a Matematica € apresentada
em sala de aula. Nesse sentido, Mendes afirma que: “[...] € através de um ensino mais prético e
dindmico por parte do professor e dos estudantes, de modo que ambos lancem mao das
brincadeiras, de atividades priticas e experimentos que a aprendizagem torna-se mais

significativa” (2001b, p. 115). Logo a metodologia resolucdo de problemas associada a histéria
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da Matematica se faz presente, pois neste caso, os contetidos passam a ter sentido, motivando os

alunos ao estudo da disciplina e gerando maior interesse pela Matematica.

A histéria da Matemadtica pode ser uma grande aliada quanto a explicacdo de duvidas e
porqués muitas vezes inexplicdveis para os estudantes, principalmente se associada a um
problema que exija do aluno métodos e estratégias de raciocinio. Dessa forma, o aluno estard

adquirindo conhecimentos de maneira mais prazerosa e significativa.

Com base no estudo, elaboramos uma atividade que visa associar a histéria da Matematica
a resolucdo de problemas. Desenvolvemos uma seqiiéncia didédtica para aplicacdo em sala de
aula, utilizando um problema historico “O Problema das Sete Pontes de Konigsberg”. Para
trabalhar com este problema nas aulas de Matematica, foi necessario estudar o problema com
mais profundidade, ou seja, escrevé-lo e interpreti-lo para que ficasse realmente claro para nés’ e
para que pudéssemos analisar quais suas principais caracteristicas para aplicd-lo em sala de aula.
A escolha desse problema, justifica-se pelo fato de ser uma situagdo histdrica e, além disso,
geradora de conhecimentos posteriores, como por exemplo a Topologia, ramo da Matemitica,
cujos principais conceitos podem ser estudados através da resolu¢do de problemas. Mais do que
isso, o problema das Sete Pontes, foi selecionado por ser um problema de processo, cuja principal
caracteristica € estimular e desenvolver estratégias de raciocinio 16gico dos estudantes, bem como

motiva-los a pesquisa e a investigacao.

"A solugdo do problema pode ser vista no anexo 2
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3.1 Utilizando um problema histérico como recurso didatico no Ensino Basico

3.1.2 Justificativa

A utilizacdo de atividades historicas no ensino de Matemadtica € um recurso pedagdgico
que pode influir na solucdo de alguns problemas detectados pelos professores durante sua prética
escolar, pois € comum surgirem questionamentos dos alunos acerca da evolucao histdrica desse

tépico matemdtico, bem como das causas e importancia de sua construcao (MENDES, 2000).

Consideramos importante o estudo de atividades que envolvam aspectos historicos
relacionados com a resolu¢ao de problemas. O importante é que a constru¢do do conhecimento
seja realizada desde as idéias iniciais, com informacdes histéricas e com um encadeamento de

1déias que levem o aluno a compreender os conceitos necessdrios para a solucao do problema.

A Matemadtica tem se construido, ao longo da histéria, como resposta a perguntas
traduzidas em tantos outros problemas. Tais perguntas tem tido variacdes em suas origens e em
seu contexto: problemas de natureza doméstica (divisdo de terras, cdlculos de crédito, etc),
problemas formulados em estreita vinculacdo com outras ciéncias, especulacdes a respeito de

objetos, entre outros (CHARNAY,1996).

Como ja justificamos no decorrer do capitulo 1, trabalhar com a metodologia resolucao de
problemas em sala de aula, ¢ considerado de total importancia para o desenvolvimento de
habilidades no aluno. Diante disso, o professor deve definir que tipo de problema vai utilizar em

suas aulas, bem como, qual objetivo quer alcancgar com isso.
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Para Rabelo (2002): “Em Matematica, para cada problema proposto, surgem diferentes

estratégias para sua resolucdo, todas validas, cada uma viabilizando a solugdo correspondente”.

Considerando isso, podemos observar que a Matematica, muitas vezes, tem como objetivo
principal a solu¢ao de problemas. Problemas estes, que ndo surgiram hoje, mas que se originaram
em outros tempos e que tiveram uma grande importincia histérica. E o caso do problema das Sete
Pontes de Konigsberg, que € considerado um problema de processo, cuja finalidade é desenvolver
no aluno sua criatividade, iniciativa e espirito exploratério, levando a compreensao de conceitos
importantes. Segundo Dante (2002), esse tipo de problema nao estd diretamente associado a um

conteudo especifico e nem mesmo pode ser traduzido para linguagem matematica formal.

Problemas de processo, t€ém o objetivo de estimular a criatividade e o raciocinio do aluno,
fazendo com que ele desenvolva suas proprias habilidades e técnicas de resolu¢do. Habilidades
essas que, como ja citamos, estdo presentes na resolucdo de problemas, podendo o estudante

buscar suposi¢des, classificar, codificar, comparar, desenhar projetos, etc.

O problema que selecionamos para trabalhar em sala de aula: as Sete Pontes de
Konigsberg, € um problema que envolve Topologia. A Topologia é um ramo da Matemadtica,
sendo que seus principais conceitos podem ser estudados utilizando a metodologia resolucio de
problemas, pois a compreensdo das idéias topoldgicas sdo fundamentais na constru¢do da solugdo

de determinados problemas. Assim algoritmos e contas passam a ser, neste caso, desnecessarios.

Esta ramificagdo da Matematica, estuda algumas propriedades das figuras geométricas. O

termo Topologia foi usado pela primeira vez em 1930, pelo matemdtico Solomon Lefschetz (de
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origem Russa e pioneiro nas técnicas algébricas de topologia). Dentre suas contribuicdes nesta

area destacou-se o estudo das transformagdes em determinados pontos fixos.

A Topologia comecou com muita Geometria e pouca Algebra, mas agora é muita Algebra
e pouca Geometria (BOYER, 1997). Esta classificada dentro da Geometria e preocupa-se com as
propriedades de figuras geométricas, onde nao importa se o espaco dobra, diminui, ou de alguma
maneira se deforma. As duas tnicas excec¢des sao que o espaco nao pode se romper, criando uma
descontinuidade e ainda, que dois pontos distintos ndo podem coincidir. A Geometria se ocupa de
propriedades como a posi¢do ou a distancia absoluta de retas paralelas, porém a Topologia

somente preocupa-se de propriedades como a posicao relativa e a forma geral.

Os antigos conheciam alguns problemas, porém por ndo terem recursos suficientes para
resolvé-los, estes eram qualificados como adivinhagdes ou simples problemas sem valor
cientifico. Mas hoje, sabemos que sdo problemas topolégicos, onde muitos deles ji foram
resolvidos matematicamente de maneira positiva ou negativa, isto €, para afirmar que um
problema ndo possui solu¢do é necessdrio que se demonstre o que nio se pode encontrar (Vera,

1948).

O problema a seguir, pode ilustrar estes conhecimentos, segundo Karlson (1961):
“Construiram-se trés casas de campo, com um pombal, um po¢o e um galpdo, para uso comum.
Acontece, porém, que os proprietdrios desejavam estabelecer um trilho de acesso separado a cada
uma dessas instalagdes comuns, de cada uma das casas, e nenhum desses caminhos deveria
cruzar o outro. Como orientar os nove trilhos?”. O problema citado por Karlson (1961), € muito

semelhante ao problema das trés casas e dos trés postes, também muito conhecido na
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Matematica: “tracar nove caminhos que vao de cada casa a cada poste, de modo que nenhum dos
caminhos se cruze”. Esses exemplos, podem ser observados de forma mais clara no esquema da

figura 29.

Figura 29: Esquema do problema das trés casas e dos trés postes

Buscamos com a atividade proposta desenvolver as habilidades referidas e, mais do que
isso, tornar a Matemdtica mais proxima da realidade do aluno vinculando-a a problemas préticos
do dia-a-dia, tornando a aula e a aprendizagem dos conceitos mais prazerosa, interessante e

motivadora.
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3.1.3 Seqiiéncia didatica para a solucao do problema das Pontes de Konigsberg

3.1.3.1 Um pouco de histéria

Golfo'da C‘\.\
lm nla.nd.za\\
f:lg Fsm\u\_ %
,?_ LETONIA * .Sdo Petersbur
¥ AUTUANIA S, == oga (%

Figura 30- Mapa da regido de Konigsberg, atual Kaliningrado

A cidade de Konigsberg junto ao Rio Pregel, ficou conhecida em Matemética devido ao
famoso problema das Sete Pontes, resolvido pelo matematico suico Leonhard Euler. Atualmente

a referida cidade é chamada de Kaliningrado.

Na cidade de Konigsberg nasceu o importante filésofo Alemao Immanuel Kant, de onde
nunca saiu. Estudou na Universidade de Kaliningrado, criada em 1544. Aos 16 anos, ingressou
no curso de teologia da universidade. Escreve os primeiros ensaios em 1755, influenciado pelos
tratados de fisica de Newton e pelo racionalismo do filésofo Leibniz. A partir de 1760 distancia-
se dessa corrente e declara-se seguidor da moral filoséfica de Rousseau e em 1770 torna-se
professor de 16gica da Universidade de Konigsberg. Sua principal obra, Critica da Razdao Pura
(1781), aborda a oposi¢do entre racionalismo e empirismo. Entre 1788 e 1790 escreve Critica da
Razdo Pritica e Critica do Juizo, sobre a teoria do conhecimento. Influencia a geracdo de
filésofos que o sucede, com a Escola do Kantismo e Idealismo.<Disponivel em

http://www.prof2000.pt/users/miguel/grafos/tarfle2.htm> Acesso em: 25/10/03.



149

Outro acontecimento importante que marca a vida da cidade, cujo nome significa
Montanha do Rei, € o fato de ela ter sido local de nascimento de Johann Muller (1436-1476), um
dos maiores matematicos do século XV, mais conhecido como Regiomontanus, uma latiniza¢ao

do nome de sua cidade natal (MELLO, 2003).

Regiomontanus, ainda bem jovem, estudou com Peurbach® em Viena e mais tarde tomou
a si a tarefa de completar a traducdo do Almagesto iniciada pelo mestre. Traduziu, também, do
grego, trabalhos de Apolonio, Herdo e Arquimedes. Em seu livro mais famoso, De Triangulis
omnimodis, escrito por volta de 1464, mas publicado postumamente em 1533, apresenta uma
visdo mais moderna da Trigonometria com dados tabelados de vérias funcdes trigonométricas;
trata-se da primeira exposi¢do européia sistemdtica de trigonometria plana e esférica, em um

tratamento independente da astronomia (EVES, 2002).

A importancia dos conhecimentos em Astronomia de Regiomontanus, fez com que ele
fosse convidado pelo papa Sixto IV para trabalhar na confec¢do de um calendario mais acurado
do que vinha sendo utilizado pela igreja. Apds a realizacdo do trabalho, a gratiddo do Papa foi tal
que rapidamente o astronomo se tornou seu principal conselheiro. Depois de um ano em Roma,

ele faleceu, tendo sido anunciada como causa da sua morte uma infec¢do (MELLO, 2003).

8 Peurbach, matematico superior (1423-1463), ex aluno de Nicholas Cusa. Depois de ensinar Matematica na Itdlia,
estabeleceu-se em Viena, fazendo da universidade local o centro matematico de sua geracdo. Ele escreveu uma
aritmética, alguns trabalhos de astronomia e coligiu uma tdbua de senos. A maioria de seus trabalhos s6 foram
publicados depois de sua morte. Ele também iniciou uma tradug@o latina, a partir do grego, do Almagesto de
Ptolomeu (EVES, 2002).
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A cidade, fundada em 1255, foi a residéncia dos Duques da Prussia. Durante a Primeira
Grande Guerra Mundial ela foi palco de sangrentas guerras entre Alemaes e Russos, tendo ficado

significativamente danificada pela Segunda Guerra Mundial.

Por acordo dos aliados na conferéncia de Potsdam (1945) a URSS anexou a cidade bem
como os territérios circundantes. Em 1946 o nome da cidade foi mudado de Konigsberg para
Kaliningrad, em honra ao Lider Soviético, M. I. Kalinin. Em 1996 a populagdo estimada era de

419 000 habitantes.

3.1.3.2 Problema: “As Sete Pontes de Konigsberg”

Referindo-se ao problema que torna a cidade de Konigsberg famosa, conta-se que, no
século XVIII, havia sete pontes cruzando o rio Pregel, que banhava a pequena cidade
universitaria prussiana, hoje como ja citado Kaliningrad, Russia. Quatro delas ligavam as
margens opostas a uma pequena ilha formada nesse rio, outras duas ligavam as margens opostas a

uma outra ilha, préxima a primeira, e a dltima ponte ligava as duas ilhas, conforme a figura 31.

[lhas

Fio Pregel

Figura 31- Passeio pelas Sete Pontes de Konigsberg
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Os habitantes de Konigsberg costumavam passear na sua cidade nas tardes ensolaradas de
Domingo, mas nunca tinham conseguido dar um passeio especial: sair de casa, atravessar todas
as pontes uma s6 vez e regressar a casa. No entanto a divida quanto a possibilidade disso

persistia.

Euler, em 1735, apresentou, com clareza, a solucdo ao passeio de Konigsberg. Podemos
deduzir sua conclusdo, sobre a possibilidade ou impossibilidade de tal passeio, através de

algumas atividades:

3.1.3.3 Atividades para a resolucio do problema

1) Observe a situagdo, vocé consegue realizar o passeio sugerido pelos moradores da cidade

de Konigsberg?

[lhas

Conclusao:

2) Tente mudar uma das pontes de lugar. Assim o passeio se tornara possivel?
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Conclusio:

3) E se retirar uma das pontes, o que acontece?

Conclusao:

4) Tente agora, retirar mais de uma ponte. O que acontece?
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Conclusio:

Euler conseguiu provar uma solu¢@o definitiva ao problema. Apresentou a Academia de
Ciéncias Russa de Sdo Petersburgo um diagrama em que fazia a seguinte analogia: a terra,
representada pelas duas margens, e as duas ilhas, associou quatro pontos; as sete pontes, associou

sete linhas. O diagrama era algo parecido com o da figura abaixo:

C |

Figura 32: Diagrama de Euler

A, B, C e D sdo os pontos associados a terra, que é representada pelas duas margens e as

duas ilhas (vértices).
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1,2,3,4,5, 6 e 7 sdo linhas associadas as sete pontes.

Vértice A: 5 linhas

Vértice B: 3 linhas

Vértice C: 3 linhas

Vértice D: 3 linhas

Feita tal associacdo, o problema das sete pontes ficou restrito a tragar o diagrama descrito,
com um movimento continuo, sem levantar o ldpis do papel e sem tracar uma linha mais de uma

VEZ.

Um diagrama desse tipo é um esquema consistindo em um numero finito de pontos
chamados vértices, € num determinado ndmero de linhas. Os vértices sdo as extremidades das
linhas e nenhuma linha tem qualquer ponto comum com uma outra, exceto o vértice comum. Um
vértice é par ou impar, conforme o nimero de linhas que o formam seja par ou impar. Um

diagrama somente pode ser atravessado passando-se por todas as linhas exatamente uma vez.

Analisando a teoria de Euler, notamos que problemas deste tipo resumem-se em tracgar
diagramas saindo de um ponto e voltando a ele, sem levantar o l1dpis do papel. Vocé consegue

concluir a solucdo que Euler apresentou?

Euler baseou-se em algumas descobertas que fez, podemos deduzi-las através de algumas

questoes:
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Tente encontrar o caminho nos seguintes diagramas abaixo. Em seguida, tente tirar

algumas conclusoes:

Atividade 1:

B
A B C
A
3 C

B B

D

E

A D
A
F

Referente a atividade 1, complete com as informacdes solicitadas:

Gréfico 1:
a) Numero de vértices:

b) Numero de vértices pares:

¢)Nimero de vértices impares:

Grafico 3:
a) Numero de vértices:

b) Numero de vértices pares:

¢)Nimero de vértices impares:

Grafico 2:
a) Numero de vértices:

b) Numero de vértices pares:

¢) Numero de vértices impares:

Grafico 4:
a) Numero de vértices:

b) Numero de vértices pares:

¢) Numero de vértices impares:
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Partindo do ponto A, dos grificos acima, vocé consegue voltar ao ponto de partida,

passando por todos os vértices e uma unica vez em cada caminho? Por qué?

Atividade 2:
5 F E 6 A
A B E
C D
B C
8 B

Referente a atividade 2, complete com as informacdes solicitadas:

Grafico 5:
a) Numero de vértices:

b) Numero de vértices pares:

¢)Nimero de vértices impares:

Gréfico 6:
a) Numero de vértices:
b) Numero de vértices pares:

¢) Numero de vértices impares:



Gréfico 7:
a) Numero de vértices:

b) Numero de vértices pares:

¢)Numero de vértices impares:

Gréfico 8:
a) Numero de vértices:
b) Niumero de vértices pares:

¢) Numero de vértices impares:
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Da atividade 2, o que vocé consegue concluir? Todos os graficos sdao atravessaveis, ou

seja, em todos, voc€ consegue comegar em A e terminar na origem?

Atividade 3:
A E
9 10
B D
A
C
B
11 12 D
A C E
® -
B

Referente a atividade 3, complete com as informacdes solicitadas:
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Grafico 9: Grafico 10:

a) Numero de vértices: a) Numero de vértices:

b) Numero de vértices pares: b) Niumero de vértices pares:
¢)Numero de vértices impares: ¢) Numero de vértices impares:
Grafico 11: Grafico 12:

a) Numero de vértices: a) Numero de vértices:

b) Numero de vértices pares: b) Numero de vértices pares:
¢)Numero de vértices impares: ¢) Numero de vértices impares:

Referente a atividade 3, desenvolva algumas andlises:

Griéfico 9:
Vocé consegue passar por todos os caminhos, sem repetir nenhum deles,comegando pelo

vértice A e terminando nele? Por qué?

Grafico 10:
Vocé consegue passar por todos os caminhos, sem repetir nenhum deles,comec¢ando pelo

vértice A e terminando nele? Por qué?

Grafico 11:
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Vocé consegue passar por todos os caminhos, sem repetir nenhum deles,comec¢ando pelo

vértice A e terminando nele? Por qué?

Grafico 12:

Vocé consegue passar por todos os caminhos, sem repetir nenhum deles,comegando pelo

vértice A e terminando nele? Por qué?

Agora, tente completar os espacgos vazios, de acordo com as conclusdes de Euler:

1. Se um diagrama contém somente vértices , ele pode ser atravessado comegando e

acabando no mesmo ponto.

2. Se um diagrama possui somente vértices __, ele ndo pode ser atravessado.

3. Se um diagrama contém, no mdaximo, dois vértices , ele também pode ser

atravessado, mas ndo € possivel voltar ao ponto de partida.

4. Se o diagrama contém 2n vértices , onde n € um numero inteiro qualquer, para

atravessa-lo serd necessdario n passagens distintas por uma mesma linha.
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Na figura inicial, os quatro vértices sdao todos impares, pois sdo extremidades de um

nimero impar de linhas. Logo, ndo € possivel fazer tal passeio.

3.1.3.4 Biografia de Leonhard Euler segundo Eves (2002); Boyer (1997); Struik (1987); Katz

(1993);

Leonhard Euler (1707 - 1783) foi considerado o maior matematico do século XVIII.
Nasceu e cresceu perto de Basel e foi aluno de Johann Bernoulli. Tal como o filho deste, Daniel,
Euler mudou-se para S. Petersburg em 1727, onde continuou os seus estudos e as suas
investigacoes. Entre 1727 e 1741 e depois, entre 1766 e 1783, Euler foi membro da Real
Academia de Ciéncias de S. Petersburg, criada por Catarina a Grande. Também entre 1741 e

1766 foi membro da Academia de Berlim.

Euler foi, sem duvida, o matemético mais importante do seu tempo. A sua obra estende-se
ao longo de mais de 70 volumes e abarca todas as dreas da Matemadtica e ainda alguns campos da
Matematica Aplicada. Um dos seus interesses especiais foi o da formulacdo em linguagem
matemadtica de problemas da drea da mecanica. Entre outros trabalhos, Euler identificou as
condicdes para resolucdo das equacgdes diferenciais de primeira ordem, em que utilizou com
freqiiéncia séries de poténcias, desenvolveu a teoria da integracdo de fatores e deu a solugdo geral
das equacgdes lineares homogéneas de coeficientes constantes. Mais tarde, estendeu este tltimo

estudo as equagdes ndo homogéneas.
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O trabalho de Euler € ainda mais digno se observarmos que aos 20 anos, ficou cego de um

dos olhos e que, durante os ultimos 17 anos da sua vida, ficou completamente cego.

3.1.3.5 Exercicios:

1)

e No grifico ao lado, vocé consegue
percorrer o caminho, sem repeti-los,
comecando por C? Por que?

Se ao invés de comecar por C,
comecarmos por A, o que acontece? Através
das conclusdes anteriores, o que se pode
afirmar sobre esta questao?

2) B

O problema ao lado, tem solugao?
Descreva como solucionou o problema:
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3.2  Analise dos dados da aplicacao do experimento didatico

A atividade “O problema das Sete Pontes de Konigsberg” foi aplicada em 24 alunos de &8
série do Ensino Fundamental da Escola Municipal Padre Antonio Vieira, na cidade de Eldorado

do Sul, situada entre as cidades de Porto Alegre e Guaiba, no més de outubro do ano de 2003.

A referida escola, trabalha com uma filosofia tradicional, conteudista e, de acordo com o
depoimento de um professor que atua na escola,[...] o trabalho dos professores € dificultado com
relacdo a atividades diferenciadas”. Assim sendo eles ndo encontram espagco para propor uma
metodologia diferenciada ja que devem, em primeiro lugar, expor e vencer o conteudo estipulado

nos planos pedagdgicos.

A referida escola tem boa infraestrutura; as salas de aula sdo limpas e arejadas, porém
visualmente poluidas (figura 33), isto é, muitas gravuras e cartazes desnecessarios (que nao
possuem referéncia alguma com os contetidos trabalhados) no quadro e nas paredes das salas de

aula. A comunidade em que estd inserida a escola € muito carente, tanto, que alguns alunos fazem

suas refeicoes no proprio estabelecimento que oferece a merenda escolar.
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Figura 33: Escola de Ensino Fundamental Padre Antdnio Vieira

A professora da turma em que foi aplicada a atividade, chama-se Mdrcia Bastos’, possui
formacao em Licenciatura Curta em Ciéncias e Matemadtica e atua somente no Ensino
Fundamental, de 5* a 8" séries. Exerce funcdo de professora de Matematica durante 20 horas do
turno da manha na escola e no turno da tarde trabalha na secretaria da mesma, totalizando 40
horas de trabalho no colégio. Possui mais de dez anos de experiéncia em sala de aula e atuou

basicamente em escolas publicas durante este tempo.

Segundo afirmagdo de Marcia: “Seu trabalho baseia-se na filosofia construtivista e
tradicional, procurando fazer um trabalho integrado entre as duas formas de ensino”. Sabemos
que nao podemos ter duas filosofias de trabalho, ou trabalha-se de forma tradicional ou de forma
construtivista, porém, pelo depoimento da professora, entendemos que ela desenvolve seu
trabalho de maneira tradicional, mas ndo tdo rigida. Avalia seus alunos através da participacao

em aula, provas com e sem consulta e trabalhos individuais.

? Autorizou a utilizacdo de seu nome e imagem neste trabalho (anexo 3).
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Figura 34: Professora de Matemadtica da turma

A turma de 8" série, em que foi aplicada a atividade, era composta de 24 alunos, 10
meninas € 14 meninos, todos com idade média entre 14 e 15 anos. A atividade despertou muita
curiosidade na turma, visto que o trabalho era diferente do que haviam feito durante o ano letivo
e, segundo os alunos: “esta atividade os fazia sair da rotina”. Os alunos e a professora mostraram-
se muito integrados, pois ao longo do trabalho ao surgirem as duividas, estas eram solucionadas

pela professora com explicacdes extras individualmente.

O que mais chamou nossa aten¢do ao longo da aplicacdo da atividade, foi a surpresa dos
estudantes em relacdo a situagdo temporal do problema. No momento em que o problema foi
introduzido, a professora deu um breve relato sobre a Matematica e sua histéria. Em um de seus
depoimentos explanou: “[...] pessoal a Matemdtica ndo nasceu hoje, as idéias foram evoluindo
com o tempo...” , outro relato importante veio de um aluno: “ndo sabia que a Matemditica era tdo

antiga”, ou ainda “adorei trabalhar assim professora, esse problema faz a gente pensar”.
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Estes relatos nos mostraram que propostas de trabalhos e atividades diferenciadas, mesmo
desvinculadas do contetido de sala de aula, podem render frutos positivos para a aprendizagem do
estudante. Nossa atividade exemplificou de forma clara esses fatores positivos, pois apesar de ser
um problema dissociado dos contetidos, despertou curiosidade, motivou a turma e oportunizou
aos alunos o desenvolvimento de técnicas e métodos de raciocinio, tornando a aula mais atrativa

e mais proxima da sua realidade.

Figura 35: Turma em que aplicamos a atividade

A aplicacdo da atividade teve uma avaliagdo satisfatéria, pois através da proposta
observamos o interesse € a motivagao dos estudantes pela aula de Matemadtica e comprovamos
que € possivel realizar um trabalho de integracdo entre professores e alunos, utilizando recursos
da histéria da Matemadtica associados a resolucdo de problemas para auxiliar na aprendizagem

dos estudantes.

O tempo de aplicacdo da atividade foi de dois periodos (2 horas/aula) e esta foi feita da

seguinte forma: primeiramente a professora explicou a atividade a turma, pedindo que eles
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fizessem os exercicios com calma e respondessem a todas as questdes com seriedade, podendo
ser individual ou em pequenos grupos. Em seguida distribuiu a atividade aos alunos e comecou a

leitura passo a passo junto com a turma.

Figura 36: turma iniciando a atividade

Ao iniciar a atividade, a professora demonstrou estar desconfortdvel, pois segundo seu
depoimento: “ndo estava habituada a trabalhar com atividades que utilizam a histéria da

Matemdtica em suas aulas”, mas em seguida expds o trabalho a turma com clareza e

objetividade.

A escola Padre Antonio Vieira estd situada em Eldorado do Sul, como j4 referimos, e a
cidade fica perto da Ilha da Pintada, um bairro de Porto Alegre. O bairro, como o préprio nome
diz, é uma ilha que estd ligada a outra ilha por meio de uma ponte de madeira, a chamada Ilha
Maud. Em sua explicacdo inicial, a professora fez referéncia a tal situagdo, ja que para os alunos
daquela comunidade essa era uma realidade conhecida. O que comprova o quanto podemos

explorar a metodologia utilizada nesta atividade com situacdes da realidade. Dependendo da
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realidade € possivel retirar novos dados e compara-los até mesmo com préaticas didrias, que foi o

Nnosso Caso.

Figura 37: A professora explicando a situagio no quadro para a turma

Para reforcar a importincia desse tipo de atividade nas aulas de Matemadtica, a professora
afirmou que: “[...] os professores deixam de lado este tipo de trabalho por causa da cobranga
imposta pela direcdo das escolas e perdem uma otima oportunidade de desenvolver nos alunos o
apreco pela disciplina e a motivacdo pelas aulas”. Em outro momento desabafou “/...] eu nem

sabia que tinha tantos alunos pensantes. [...] vou fazer mais vezes esse tipo de coisa”.

Figura 38: A professora assessorando a turma
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Informacgdes dessa natureza nos fazem refletir sobre a pritica didria das aulas de
Matematica. Comecamos a pensar que os alunos, muitas vezes, podem ter razdo quando
exprimem seu desprezo e angustia pelas aulas de Matemadtica. Somente por estes depoimentos ja
podemos considerar que nossa atividade teve um resultado muito positivo, visto que conseguimos

sensibilizar a professora que aplicou a atividade para a utilizagcdo de tais recursos em sala de aula.

Outro motivo que nos faz valorizar a atividade, é a reacdo dos estudantes em relagdo ao
estudo. Toda turma demonstrou-se interessada e motivada na aula e aqueles que ndo
demonstraram nenhuma atitude positiva durante o ano letivo, para surpresa da professora,
ficaram atentos ao trabalho. A professora durante a atividade comentou com a turma: “/...J até o
Joao'’ estd trabalhando e o que é mais importante, tirando diividas”. Nessa perspectiva, 0s
aprendizes desenvolveram estratégias e métodos de raciocinio e, sem perceber, estavam
trabalhando na aula de Matemdtica de maneira pritica e prazerosa, fazendo com que nds
atingissemos nosso maior objetivo: auxiliar no ensino e aprendizagem dos alunos da turma na

Escola Padre AntOnio Vieira.

Em relacdo a metodologia resolu¢cdo de problemas, afirmamos no decorrer do trabalho,
que o ensino através da resolug@o de problemas, proporciona aos alunos uma visdo mais pratica e
real da disciplina e, além disso, possibilita ao estudante desenvolver suas proprias capacidades e
habilidades para solucionar um problema. O desenvolvimento das habilidades sdo evidentes na
resolucdo de problemas e segundo Villella (1998), a metodologia é capaz de desenvolver no
estudante estratégias de pensamento muito claras. Isso foi comprovado na aplicacdo da atividade,

pois observamos o quanto nossos alunos desenvolveram tais capacidades. Dentre as capacidades

10 P
Nome ficticio dado ao aluno.
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desenvolvidas, as mais evidentes foram: a busca de suposi¢des, quando receberam a atividade e
tentaram incessantemente encontrar uma saida para o exercicio, a codificagdo, quando
transformaram idéias soltas em elementos concretos e com significado, a comparacdo, quando
interagiram com os colegas, a observacao e a interpretacdo quando coletaram e organizaram os
dados obtidos. Observamos a manifestacdo dessas estratégias desde o primeiro momento da
realizacdo da atividade, pois neste momento inicial a turma j4 estava organizando a sua propria
forma de agir e de se expressar. Apesar de terem muita dificuldade em concretizar seus
pensamentos de forma escrita (anexo 4), oralmente mostraram-se capazes e satisfeitos com a

resolucdo do problema.

Sendo assim, a atividade proposta foi muito positiva, pois além de unir dois recursos
importantes para o ensino e aprendizagem da Matematica, a historia e a resolu¢ao de problemas,
motivou e incentivou os estudantes ao estudo da disciplina, reforcando nossas idéias iniciais de
que o ensino deve estar contextualizado, de forma a mostrar para o aluno o lado prético e real da
Matemadtica. Em um artigo intitulado “o uso da histéria da matemética em sala de aula”, Ferreira
apud Mendes (2001) considera que a utilizacdo da histéria como recurso didatico ¢é
imprescindivel, pois vai além de um mero elemento motivador nas aulas de Matemdtica, isto €,
constitui-se em um fator justificante para os porqués conceituais e tedricos da Matemadtica que
devem ser aprendidos pelos estudantes. Se aliarmos a essa idéia a metodologia resolu¢do de
problemas, seremos capazes de agregar dois importantes recursos do ensino, contextualizando as

idéias matemadticas em situacdes reais e em praticas didrias dos estudantes.



CONSIDERACOES FINAIS

O estudo teve, como principal objetivo, mostrar a importancia de trabalhar com a histéria
da Matematica em sala de aula, bem como, seus fatores positivos no ensino e aprendizagem da
disciplina. Para isso, aliamos a histéria a metodologia resolu¢do de problemas, que é uma
importante ferramenta para utilizagdo em sala de aula. Verificamos que a resolu¢@o de problemas
ndo deve, entdo, constituir-se de experiéncias que tenham cardter repetitivo, por meio de
aplicacdes dos mesmos problemas, com outros niimeros, resolvidos pelas mesmas estratégias. E
interessante que os alunos resolvam diferentes problemas através de uma mesma estratégia e
utilizem diferentes estratégias para resolver um mesmo problema. Juntamente com essa id€ia,
verificamos que trabalhar com a historia da Matemadtica em sala de aula € um poderoso recurso
que deve ser utilizado nas aulas, visto que € através dela que o estudante descobre as idéias
originais dos conteudos e, mais do que isso, a historia € capaz de desmistificar a Matemadtica, ou
seja, é capaz de mostrar para os estudantes que a Matematica € uma ciéncia que nao nasceu hoje e

principalmente, que ela possui uma razao maior para existir € que foi a necessidade humana que a

fez surgir.
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Dentro desta abordagem, ao elaborarmos a pesquisa que evidenciava a opinido dos
professores com relacdo a seus conhecimentos em histéria da Matemadtica, percebemos uma
grande dificuldade em seu trabalho: a falta de material de apoio na drea. Muitos deles, apesar de
ndo possuirem conhecimentos em histéria, demonstraram interesse em conhecer, pois entendem
que este € um bom recurso de trabalho. Assim, propomos uma seqii€éncia diddtica para utiliza¢do
em sala de aula como sugestdo. A aplicacdo da atividade teve um saldo muito positivo, pois
conseguimos alcangar nosso principal objetivo: melhorar a qualidade do ensino da Matematica na
sala de aula e tornd-lo mais significativo para o aluno, com uma atividade que envolveu e

motivou todos os alunos da turma.

Porém, podemos apontar uma grande dificuldade para que este tipo de trabalho seja
realizado pelos professores. Antes da aplicacdo da proposta propriamente dita, foi necesséario
dedicar um bom tempo de nosso estudo para a investigacdo do problema. Foram seis meses de
leituras sobre o problema das Sete Pontes de Konigsberg. Por se tratar de um problema histoérico,
foi preciso pesquisar suas origens, bem como fontes histéricas que comprovassem a existéncia do
problema. Além disso, por essa situacdo estar em livros extremamente antigos, tivemos que
estudar a linguagem daquela realidade, bem como sua resolucdo, para que pudéssemos realmente
entender qual seria sua aplicabilidade na sala de aula e desenvolver uma seqiiéncia diddtica

adequada para a aplicacdo em sala de aula.

Desta forma, chegamos a conclusdao de que os professores ndo dispdem deste tempo para
pesquisa, o que comprova uma falha em nosso ensino, pois os mestres deveriam ter mais tempo
para dedicar-se ao estudo e pesquisa antes de levar uma atividade para sala de aula. Mas

acreditamos, também, que isso ndo deve ser motivo suficiente para que ndo haja empenho por
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parte dos professores em melhorar e aperfeicoar seus conhecimentos, com a finalidade de auxiliar
no ensino dos conteddos e tornar a aprendizagem mais significativa para os alunos.

E muito importante que o professor prepare seus alunos para lidar com situacdes novas,
quaisquer que sejam elas. E, para isso, € fundamental desenvolver neles iniciativa, espirito
explorador, criatividade e independéncia. E através da metodologia resolu¢do de problemas,
associada a histéria da Matemadtica, podemos encontrar um forte aliado para desenvolver nos

estudantes estas caracteristicas.

Para tanto, o professor deve propor aos alunos alguns problemas que admitem muitas
respostas ou solugdes e outros que admitem uma tUnica resposta, mas que podem ser resolvidos
por meio de vdrias estratégias de pensamento e mais que isso, se contextualizados, estes
problemas sdo capazes de explicar os por qués matemadticos existentes na cabeca da maioria dos
estudantes e, também, motivd-los com relacio a disciplina, fazendo-os perceber que a

Matemadtica é uma ciéncia viva que nido depende somente da memorizacdo de férmulas e

algoritmos, na maioria das vezes, descontextualizadas e sem sentido.

Desse modo, esperamos com este trabalho, estar contribuindo efetivamente para
entusiasmar os alunos no estudo da Matematica, ajudando-os na busca de uma compreensao
maior e melhor do mundo em que vivem através da histéria, desenvolvendo o espirito criativo, o

raciocinio légico e o modo de pensar matemético através da metodologia resolucio de problemas.
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Esperamos, também, estar apresentando aos professores de Matemdtica uma atividade
didatica que encontre bons resultados ao ser desenvolvida e que pode ser aplicada em alunos de

8? séries do Ensino Fundamental e 1? série do Ensino Médio.
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